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Abstract 
In statistical mechanics, the upper limit of entropy is very important for determining the final 

state of the system based on the Helmholtz variational principle. Hence, many attempts have 

been made to calculate the entropy of the system, and a thermodynamic theory based on Renyi 

entropy has recently been presented that can describe new states in the thermodynamic system. 

The exact determination of entropy cannot be done in many cases, and therefore approximate 

methods are used. An approximate solution often involves obtaining a high limit for entropy, 

which determines the final state of the system. This paper presents an upper limit for quantum 

entropy. For this purpose, the calculations are carried out in a separable Hilbert space with 

orthogonal bases. Using the Shanon definition of entropy, the upper limit is calculated for the 

relative entropy of two commutative operators. 
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  دهیچک
 اهمیت حائز بسیار هلمهولتز وردشی اصل اساس بر سامانه پایانی وضعیت تعیین در آنتروپی بالاي حد دانستن آماري مکانیک در

 رنی آنتروپی پایه بر ترمودینامیک ۀنظری و استصورت گرفته  سیستم آنتروپی محاسبه جهت بسیاري هايتلاش رو این از. است
 از بسیاري در آنتروپی دقیق تعیین. است ترمودینامیکی سیستم در جدید هايحالت توصیف به قادر که است شده ارائه اخیراً
 براي بالا حد تعیین شامل تواندمی ریبیتق حل. شودمی گرفته کاربه تقریبی هايروش رو این از و نیست انجام قابل موارد

 بدین. شودمی ارائه کوآنتومی آنتروپی براي بالا حد یک مقاله این در. کندمی تعیین را سیستم نهایی وضعیت که باشد آنتروپی
 از نونش تعریف از استفاده با و گیردمی صورت متعامد یکا هايپایه با پذیر جدایی هیلبرت فضاي یک در محاسبات منظور

  .گرددمی محاسبه شونده جاهجاب عملگر دو نسبی آنتروپی براي بالایی حد آنتروپی
  ترمودینامیکی نامساوي هیلبرت، فضاي نسبی، آنتروپی :واژگاندیکل
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  مقدمه
طبق نظریه ترمودینامیک کلاسیک آنتروپی یک    

سیستم منزوي در حالت پایه بیشینه است که اصل 
شود. طبق این اصل انرژي می آنتروپی بیشینه نامیده

آزاد هلمهولتز براي سیستم در حال تعادل گرمایی با 
محیط اطراف نیز کمینه خواهد بود و حالت نهایی 
سیستم با اصل کمینه انرژيِ آزاد سیستم تعیین 

هاي مورد بررسی در شود. از آنجایی که سیستممی
عمل حاوي عدد آووگادرو ذره هستند آنسامبل 

راي توصیف این سیستمها مناسب نیست و کانونیک ب
محاسبات آنسامبل میکرو کانونیک بسیار سخت است. 

مند به توصیف این دلیلی است که پژوهشگران علاقه
پایه تعریفی متفاوت از آنتروپی وان  آماري سیستم بر

. ]1-3[هستند  و تسالیس مانند آنتروپی رنی *نیومن
کاملترین نظریه ترمودینامیکی بر پایه آنتروپی رنی 
ارائه شده است که در تعریف قوانین ترمودینامیک 

در مقیاس نانو و میکرو حائز اهمیت است  کوآنتومی
. این امر با ورود نظریه اطلاعات به ترمودینامیک ]4[

است  کوآنتومیکه نیازمند نانوفناوري و ترمودینامیک 
گردد. از این رو دانستن بیش از پیش حائز اهمیت می

اي آنتروپی براي این سیستمها از اهمیت ویژه
برخوردار است. تعیین دقیق آنتروپی در بسیاري از 

از این رو روشهاي تقریبی موارد قابل انجام نیست و 
. حل تقریبی اغلب شامل ]8-5[شود به کار گرفته می

تعیین حد بالا براي آنتروپی است که وضعیت نهایی 
  کند. سیستم را تعیین می

                                                        
* von Neumann 
† Renyi 
‡ Tsallis 

 کوآنتومیایی براي آنتروپی هدر این مقاله نامساوي
هاي فیزیکی در دهیم. اغلب سیستممیسیستم ارائه 

هایی فضاي دماي محدود هستند و در چنین سیستم
هیلبرت توصیف کننده سیستم، داراي ابعاد نامتناهی 
است و استفاده از فضاي هیلبرت متناهی دقیق نیست. 

یم گیررا در نظر می کوآنتومیبدین منظور یک سیستم 
که در فضاي هیلبرت جدایی پذیر با بعد نامتناهی 

شود. در محاسباتی که در ادامه آمده است، توصیف می
هاي از نتایج یک فضاي هیلبرت جدایی پذیر با پایه

یکا متعامد استفاده شده و نتیجه براي ابعاد نامتناهی 
شود. در نهایت با توجه به تعریف تعمیم داده می

حد بالایی براي آنتروپی نسبی دو شنون از آنتروپی، 
عملگر جابجا شونده در فضاي هیلبرت نامتناهی ارائه 

  . گرددمی

  مدل و فرضیات
یک فضاي هیلبرت جدایی پذیر  Hکنیم فرض می   

 با بعد نامتناهی و ,...,, 321 eeeE  یکا  پایه
یک عملگر روي فضاي  Aمتعامد براي آن باشد. اگر 

  کنیم:باشد تعریف می Hهیلبرت

,e,Ae)A(Tr
1i

ii




       1 

  و

.e,eA)(A|)ATr(|A
1i

ii
1/2†

1 




     2 

1)( فضاي HL  عبارت است از تمام عملگرهايA 

 ابراي آنه است که Hروي 
1

A در مرجع .
1نشان داده شده است که  ]9[

یک نرم روي .
)(1 HL آل از و آن یک ایده)(HB  است که در
دسته تمام عملگرهاي خطی و کراندار  HB)(آن
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باشد. همچنین می Hروي 
)()()( 1 HKHLHF  که در آن  است
)(HF دسته تمام عملگرهاي با رتبه متناهی و
)(HK دسته تمام عملگرهاي فشرده رويH  .اند

همچنین با نرم 
1

. ،)(HF  در)(1 HL چگال

)()( است یعنی 1 HLHF .  

همان فضاي هیلبرت جدایی پذیر با  Hفرض کنید 
را با  Aبعد نامتناهی باشد، آنگاه نمایش ماتریسی 

 EA دهیم که عبارت است از:نمایش می  

    ., jiE eAeA      

که در آن  ,...,, 321 eeeE  یکا متعامد براي  پایه
H بعد است. از اینجا به EA  را با همانA  نشان
  دهیم. می

طور یکانی قطري پذیرگوییم اگر را به Aعملگر 
 Uموجود باشند که  Dو  Uعملگرهایی مانند 

DUUAقطري و  Dیکانی،  †  باشد. اگرf 
 Aویژه  اي حاوي مقادیرنگاشت پیوسته روي دامنه

ت زیر تعریف صوربه Af)(باشد در این صورت 
 شود:می

 U)D(fU)A(f †  کهf  روي عناصر قطر
  گیرد، یعنی: قرار می Dاصلی 

),...)).(f),(f(diag
,...)),(diag(f

21

21


    3 

را نیمه معین مثبت خوانیم هرگاه براي هر  Aعملگر 
Hx 0, xAx  و در صورتیکهA  وارون

  را معین مثبت خوانیم.Aپذیر باشد 
 :خواهد شددر ادامه بحث ازقضایاي زیر استفاده 

H(LA(: اگر ]9[ 1ۀقضی 1  و)(HBB باشد
H(LBA,AB(آنگاه  1 :بوده و داریم  

).BA(Tr)AB(Tr        4 

1)(از Aاگر  1با توجه به قضیه  HL  به طور یکانی
 Uشد یعنی عملگري یکانی مانند قطري پذیر با

DUUAکه  باشدموجود  †  و
,...),,( 321 diagD   آنگاه

)()( DTrATr .  در عبارت قبلی
 ,...,, 321  مقادیر ویژه عملگر  مجموعهA  با

0i 3,2,1...,ي براi  .است  

1)(از  Aفرض کنید  :]01[ 2قضیه  HL  و

 N
nn A 1)(   باN  مقادیر ویژهA  باشند. در

  این صورت 

.)A()A(Tr
N

1n
n



     5 

طور گر نیمه معین مثبت باشد آنگاه بهعمل Aاگر 
در این صورت داریم:  ویکانی قطري پذیر است 

U)Dln(U)Aln( † در آن  که
),...)ln(),ln(),(ln(diag)Dln( 321  

دا براي این رابطه ابتذکر است لازم به است.
شود که با عملگرهاي معین مثبت بیان می
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IAAفرض    و میل دادن0  رابطه
  .گرددمیبراي عملگرهاي نیمه معین مثبت نیز برقرار 

0B,A]: فرض کنید 5[ 3ۀقضی  هایی از ماتریس
  باشند، آنگاه: nمرتبه 

)(
q)/(qq)/( ABA log

2121 

 p q 0      , A)AB(AA 2/1q/p2p/p2p/2/1 
     6 

که در آن ترتیب ماژوریته را براي چنین عملگري به 
  صورت زیر تعریف می کنیم:

 0Aدو عملگر با شرایط  Bو Aاگر 
BAباشند، گوییم 0Bو log  است اگر براي

3,2,1n...,هر   :داشته باشیم  

.
n

1i
i

n

1i
i 



                  7 

321.... که در آن    مقادیر ویژهبراي 
321....و   Aعملگر     مقادیر براي

  است. B عملگر ویژه

,0]: فرض کنید 5[ 4قضیه  BA  ماتریسهایی از
 باشند، آنگاه: nمرتبه 

  B))  A Tr(A( lnln 

.0ln1 22   p )),       AB(ATr(A 
p

p/pp/   

 8 

  

  آنتروپی

اگر  ipp   0یک دنباله احتمالی (یعنیip  و

1
1




i
ip،در این صورت آنتروپی شانون  ) باشد

  :]11[شود صورت زیر تعریف میبه

.plnp)p(S i
1i

i




     9 

0lnکنیم قرارداد می xx  0اگرx  .باشد
1)(معین مثبت از عملگر نیمه Aاگر  HL  ،باشد

  کنیم:تعریف می

).AlnA(Tr)A(S               10 

تحت تبدیل یکانی پایا  کوآنتومیاز آنجا که آنتروپی 
داریم  Uبراي هر عملگر یکانی  پست اس
)()( † ASAUUS .  

  است زیرا:  9ۀهمان رابط 10ۀرابط

)).(ln(
))(ln(

))(ln(
))(ln()(

†

††

DDTr
UDDUTr

DUUDUUTr
AATrAS








             12 

),(...,اگر  21 diagD  : آنگاه  

.ln)(
1






i

iiAS                   13  

پس اگر  i اي از مقادیر ویژه نبالهدA  باشد
  آید:دست میصورت زیر بهبه Aآنتروپی 
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.ln)A(S i
1i

i 




               14 

اگر  ipp   و iqq   دو دنباله احتمالی
به صورت زیر تعریف  qو  pباشند، آنتروپی

  شود:می

).
q
pln(p)q||p(S

i

i

1i
i





              15 

0xlnx با این قرارداد که   0اگرx و 
yx ln  0اگرx  0وy.است  

1)(دو عملگر نیمه معین مثبت از  Bو Aاگر  HL 
  :]1[شود صورت زیر تعریف میباشند، آنتروپی آن به

)).BlnA(lnA(Tr)B||A(S            16 

A(S)I||A(S(وضوح به   که در آنI 
و  0Aاست. اگر  Hعملگر همانی روي 

0B کنیم:باشند تعریف می  

.A)BAAln(A)B|A(Ŝ 2/12/12/12/1 
    17           

معین مثبت نیز بر قرار براي عملگرهاي نیمه 17ۀرابط
IAAاست زیرا با فرض    )0 (

رابطه صحیح  0عملگر وارون پذیر است و با 
جابجاپذیر باشند از آنجا که  Bو Aاگر  خواهد بود.

 )ا توجه به ضمیمه(ب طور یکانی قطري پذیرندبه
  داریم: 

).ln()B||A(S)B|A(ŜTr
1i i

i
i







      18 

که در آن  i  و iویژه  به ترتیب مقادیرA 
  هستند.  Bو

  لگاریتمی ردنامساوي 
باشد،  HB)(عملگري فشرده و نرمال در  Aاگر    

 1ۀطبق تعریف قبلی در قضی طور یکانیبه Aآنگاه 
توان عملگر باشد می 0Aقطري پذیر است. اگر 

ري در نظر گرفت تا را طو Uیکانی 
...321    0باشد. اگرB  در
)(HB  0باشد و  0و  اعدادي حقیقی

  باشند داریم:

.UDBUD

UDBU)(UUDUUDBUUD
)(UDUB)(UDUABA

†αβ
1

α

†αβ†α†αβ†α

α†βα†αβα





                   20 

 ]5[شده در مرجع  منظور استفاده از نتایج گزارشبه
شود تا  بایستی یکسري عملیات ماتریسی انجام

دست آید که هنامساوي براي سیستم با بعد نامتناهی ب

شود. اگر بخش ارائه می در ادامه این









00
01S

S 

یک ماتریس مربعی با بعد  1Sماتریس بلوکی و 
با بعد نامتناهی  یک ماتریس Tتناهی باشد و نیز اگر م

توان نوشت باشد می









2221

1211

TT
TT

T  که در آن

11T  1از مرتبهS توان است و در این صورت می
  نوشت:

.
00
0STS

STS 1111








                21 
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diagD),...,(حال اگر  n1n   و

,...)0,0,,...,(~
1 nn diagD  و











2221

1211
1 BB

BB
B  باشد آنگاه بنابر رابطه قبلی

  داریم: 

.U
00
0DBD

UUD~BD~U †n11n†
n1n 











  22 

  توان قضیه زیر را نشان داد:با این تعریف می

,0: اگر 5قضیه BA 1)(از HL  باشند، آنگاه  

,A)ABA(AABA 2/1p/q2/pp2/p2/1
log

2
q1

q2
q1




   

pq 0                           23 

عملگري نیمه معین مثبت است، پس  Aبرهان: چون 
UDUA†وجود دارد که  Uعملگر یکانی مانند   

),,(...,و در آن  321 diagD  و i ها
را طوري  Uهستند. Aمقادیر ویژه حقیقی نامنفی 

321...گیریم که در نظر می   اگر ،

,...)0,0,,...,(~
1 nn diagD   و

),...,( 1 nn diagD   باشند. آنگاه  

,UDBUDUD)BUU(UD

UUABUUDABA

†2
q1

q
1

2
q1

†2
q1

q†2
q1

†2
q1

q†2
q1

2
q1

q2
q1









    42            

  ابه داریم:طور مشبه

.UD)DBD(UD
A)ABA(A

†2/1p/q2/pp2/p2/1

2/1p/q2/pp2/p2/1

1


 

       52            

  صورت زیر برقرار است: به ]5[از  1,2چون قضیه

.D)DBD(DDBD 2/1
n

p/q2/p
n

p
11

2/p
n

2/1
nlog11

2
q1

n

2
q1

n




    62           

  پس داریم: 

.U)D~)D~BD~(D~(U

U)D~BD~(U
†2/1

n
p/q2/p

n
p

1
2/p

n
2/1

n

log
†2

q1

n
q
1

2
q1

n 


 27 

3,2,1n...,ه براي هر ک   .برقرار است  

 HB)(زیرا  آنگاه اثبات کامل است nاگر 
با نرم آن حد یک فضاي برداري نرم دار است که 

  .محاسبه شده است

مستقیم از قضیه  ۀکه در ادامه می آید یک نتیج 6ۀقضی
1)(براي فضاي  5 HL :است  

0B,A: اگر 6ۀقضی  1)(از HL  باشند، آنگاه  

)).ABAln(A(Tr
p
1

))BlnA(lnA(Tr

2/pp2/p


             28  

  0pکه در آن 

  داریم: 1ۀبرهان: بنابر قضیه قبل و قضی

).)ABA(A(Tr)BA(Tr p/q2/pp2/pqq1 

    92  
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است و با  ATr)(و طرف برابر هر د 0qبراي 
  داریم: ]5[از  2,2ۀتوجه به قضی




0q
qq1 |)BA(Tr

dq
d  

.|))ABA(A(Tr
dq
d

0q
p/q2/pp2/p

        30  

pq0که در آن   0، اگرp   خواهیم
  داشت:

)).ABAln(A(Tr
p
1

))BlnA(lnA(Tr

2/pp2/p


   31 

  و بدین ترتیب قضیه به اثبات می رسد.

,0براي  BA داریم: 82ۀاز رابط  

).A)B|A(Ŝ(Tr
p
1)B||A(S p1pp   32 

باید توجه کرد که برقرار است.  0pکه براي هر 

,)(چون  1 HLBA طعاً است قA وB  وارونپذیر
با بعد نامتناهی است.)  Hنیستند (زیرا فضاي 

IBBبنایراین با فرض     وIAA   
)0توان نوشت:می و ) که هر دو وارون پذیرند  

).A)B|A(Ŝ(Tr
p
1)B||A(S 


      33  

برقرار است. اگر در  23ۀباز هم رابط 0و اگر  
  ، خواهیم داشت: 0و  باشد 1p، 32ۀرابط

)).B|A(Ŝ(Tr)B||A(S           34  

10براي    میانگین- 0توانA  و
0Bشود:صورت زیر تعریف میبه  

.A)BAA(AB#A 2/12/12/12/1 


  35 

ABAبنابر تعریف  0#  وBBA 1#  و
BABA 2/1##   همان میانگین هندسی ازA 
BAABاست. اگر  Bو   ،باشد
2/1)(# ABBA ،همچنین: است  

).B|A(Ŝ|B#A
d
d

0 
           36 

  بحث و نتایج

0A: اگر 1ۀنتیج   0وB  1)(از HL  و
10  :باشد آنگاه  

).A)B#A((|A(Ŝ(Tr
p
1

))B#A(||A(S

p1tsrP

p/tsr








 37 

0s,rراي هر که ب   ،1t  0وp .برقرار است  

ptsrبرهان: با جایگذاري  BA /)#(   به جايB  در
  نتیجه حاصل است.  32ۀرابط

 ]12[تروتر -اما براي نتیجه زیر با توجه به فرمول لی
YXبراي عملگرهاي نیمه معین مثبت    داریم:  ,

.)eee(lime p/12/pXpY2/pX
0p

YX


        38 

.)e#e(lime p/1pYpX
0p

YX)1(





   39 

0B,A: اگر 2ۀنتیج   1)(از HL  10و  

0pو   :آنگاه  
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)B#Aln(A(Tr
p
1 pp



))ABAln(A(Tr
p

2/pp2/p
  

).AlnA(Tr                 40 

0pو وقتی که    طرف چپ معادله به
)AlnA(Tr  .میل خواهد کرد  

srpو  1tبا فرض  1ۀبرهان: در نتیج  
  چون:

)).B#Aln(A(Tr
p
1)AlnA(Tr

))B#A(||A(S

pp

p/1pp








 41 

  و

)).ABAln(A(Tr

A)B#A|A(Ŝ(Tr
2/pp2/p

p1ppp










              42 

دهد و حالا براي دست میهکه نامساوي نتیجه را ب
AlnX، 38ۀت آخر نتیجه اگر در رابطاثبات قسم  

BlnYو    :قرار دهیم، خواهیم داشت  

.BlnAln)ABAln(lim p/12/pp2/p
0p 



                 34  

با اعمال عبارات بالا قسمت پایانی نتیجه حاصل 
  اخیر خواهیم داشت: ۀشود. بنابر نتیجمی

).A)B|A(Ŝ(Tr
p

))B#A(||A(S

p1pp

p/1pp







            44  

0pاگر    هر دو طرف عبارت فوق به
)B,A(S  .میل خواهد کرد  

  جمع بندي
در فضاي  کوآنتومییک حد بالا براي آنتروپی    

هیلبرت نامتناهی ارائه شد. بدین منظور از محاسبات 
گزارش شده براي یک فضاي هیلبرت جدایی پذیر با 

عامد استفاده و نتایج براي فضاي هاي یکا متپایه
هیلبرت نامتناهی تعمیم داده شد. در نهایت با استفاده 
از تعریف شنون از آنتروپی، حد بالایی براي آنتروپی 

جا شونده ارائه گردید که براي هنسبی دو عملگر جاب
هاي فیزیکی در دماي محدود قابل استفاده سیستم
  است.
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  ضمیمه

 : 18اثبات رابطه 

BAABچون    است و هرودو قطري پذیر، لذا عملگري یکانی چونU  1و عملگرهاي قطري مانندD  2وD 
UDUBوجود دارد که  2

†  وUDUA 1
†  و در آن,...),,(diagD 3211   و

,...),,(diagD 3212 :است. بنابراین  












1j i

i
i

2

2

1

1
321

211211
†

2
†

1
†

1
†

)ln(,...))ln,(lndiag,...),,(diag(Tr

))Dln()D(ln(D(Tr)U)Dln()D(ln(DU(Tr

))UDUln()UDU(ln(UDU(Tr))BlnA(lnA(Tr)B||A(S










  

  

  


