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Abstract 

We study the kinks collisions up to five kinks and antikinks of the sinh-deformed ߮ସ model 
numerically. In our simulations we observe reflection and bound state formation depending on 
the number of kinks and their initial conditions. The results show that the energy density at the 
point of collision is the maximum, which for odd (even) kinks appears in the form of potential 
energy density (kinetic energy density). The values of total energy density and elastic strain 
energy density of the ߮ସ and sinh-deformed ߮ସ models are almost the same, but the values of 
kinetic energy density in collisions of odd number of kinks and potential energy density in 
collisions of even number of kinks are different for these two models. 
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 باز نشر این مقاله با ذکر منبع آزاد است.
ه تحت   باشدمی المللیبین 4,0مجوز کریتیو کامنز تخصیص این مقال

 

  ૝࣐ سینوسی هایپربولیک چندکینکی در مدل تغییر شکل یافته يبرخوردها	

  3فرهاد محمدجعفري ،2مهدي ابراهیمی لوشاب ،،1علی اکبر مرادي مرجانه
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  دهیچک
 که مدلی تغییر شکل یافته از مدل کاملاً ସ߮ سینوسی ناپذیر هایپربولیکمدل انتگرالر این مقاله، برخوردهاي دو تا پنج کینکی د

یت شدند که به تعداد کینک ؤهاي مقید و پراکنده ردر این بررسی حالت کنیم.صورت عددي مطالعه میاست، را به ସ߮ شناخته شده
بیشینه است که براي تعداد فرد  ،هند که چگالی انرژي در نقطه برخوردداولیه بستگی دارند. علاوه بر آن، نتایج نشان میشرایط و 

رژي کل و تغییر شکل در هر مقادیر چگالی ان شود.صورت چگالی انرژي پتانسیل (چگالی انرژي جنبشی) ظاهر می(زوج) بیشتر به
انرژي جنبشی در برخوردهاي با تعداد فرد و  یکسان هستند، اما مقادیر چگالی تقریباً ସ߮ سینوسی هایپربولیکو  	ସ߮ دو مدل

  چگالی انرژي پتانسیل در برخوردهاي با تعداد زوج براي این دو مدل متفاوت است.
  هاي غیر موضعی یا غیر خطی، برخوردهاهها و نظریها، مدلسالیتون :واژگاندیکل

 مقدمه
 ياذرهبس یکیکلاس يهاسامانه یاضیر فیتوص   

خط راست،  کی يت واقع بر روشده از ذرا لیتشک
کمک مدل شناخته شده به ،چنبره ایو استوانه 

Calogero–Moser (CM) 2-1[ پذیر استامکان[ .
و  یاضیو ر ينظر کیزیف گرید يهانهیمدل در زم نیا
مورد توجه قرار  اریمحض بس اتیاضیخصوص در رهب

 نیاز اول یکیمدل  نیا يها. در واقع حلگرفته است
 کپارچهی یکینامیدهاي ستمیس یهیربدیغ يهانمونه حل

مسائل  یمدل و برخ نیا نیب يا. ارتباط دو طرفهاست
در  تونیسال ۀیمانند نظر ،ينظر کیزیمطرح شده در ف

برقرار  یرخطیغ کوآنتومیو  یکیکلاس يهادانیم
                                                        

 مسئول سندهینو: moradimarjaneh@gmail.com   

 

 يهااست. نشان داده شده است که حل دهیگرد
خط راست در  کی يرو ياذرهبس يهامدل

گونه -نکیک يهاحل کینامیمختلف با د يهاندسهه
 ،یرخطیغ يهادانیشناخته شده م يهااز مدل یبعض

تعجب  يموضوع جا نیا دارد. یکینزد اریارتباط بس
 ریپذمدل انتگرال کیدر واقع  CMمدل  رایندارد، ز

 يهابا روش آن لیروش تحل لیدل نیهماست و به
 کینامیبا د يهانهساما داریپا يهاحل لیمرسوم در تحل

 Laxمعروف  اریمشابه است. روش بس اریبس یرخطیغ
است کار برده شدهبه یخوبله بهأهر دو مس لیدر تحل

 کوآنتومی ياذرهبس يهاسامانه قیدق يهاحل. ]3-4[
 یکینامید رفتار که هستند ییهاجواب شامل بعد کیدر 
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 یرخطیغ يهامدل یبعض کیکلاس يهاحل مشابه آنها
  . ]6-5[ هستند یتونیسال يهاجواب با

از  یعیوس سترهگ ،یرخطیغ يهادانیم يهامدل
 اختصاص خودبه را دیجد کیزیفمختلف  يهاحوزه
 یاتصال يهاهیآرا ،]7[ کیاپت توانیم آنها از که. اندداده

 کیزیف و ذرات کیزیف ،]8[ جوزفسون ییابررسانا
 هانیکو  ]11[ چگال ماده کیزیف ،]10-9[ ياهسته
 يحاو يهامدل ها،حوزه نیدر ا .برد نام را ]12[یشناس
 شوندیکرات استفاده مبه زین ياچندجمله يهالیپتانس

 شکست يسازهیشب به توانیم آنها ياز کاربردهاو 
 درلاندائو -نزبورگیگ مدل در تقارن يخودخودبه

 ،]15[ مواد در) یدرپیگذار فاز (پ ،]14-13[ ییابررسانا
اشاره کرد. در  ]16[ هیاول عالم در دانیم حولت ای

 يهامدل يرو يامطالعات ارزنده ر،یاخ يهاسال
 ياچندجمله يهالیپتانس يحاوکه  ییچه آنها ،مختلف

 اند،داشته يگرید يهالیکه پتانس ییاند و چه آنهابوده
 شکل رییتغ ندیفرااین بین،  در صورت گرفته است.

 يهامدل افتنی ضمنتا  دهدیبه ما اجازه م ]17-19[
 يبعدکی یهیربدیغ يهاجواب د،ی) جديهالی(پتانس

 را ،هستند معروف نکیک به که را آنها یکیتوپولوژ
و  هانکیک یپراکندگ ة. امروزه دربارمیکن نییتع

 ସ߮همچون  ییهادر مدل ینکیچندک يهاکنشبرهم
]20-22[، ߮଺ ]23-30[، ଼߮، ߮ଵ଴، 	߮ଵଶ]31-34[، 

و  ]37-35[ آن شدهاصلاح ای و گوردون ینوسیمدل س
 ]47-38[دارند  يتربیعج کینامیکه د ییهامدل یحت
 .داریم يادیدانش ز ]53-48[ یدانیچندم يهامدل ایو 
 يهانکیک یدر پراکندگ یگوناگون يدیتشد يهادهیپد

 انیم آن از که دارد وجود شده ادی يهامدل از یبرخ
 کی يدیتشد کنشو برهم 1فرار يهاپنجرهبه  توانیم
 قابل یژگیواشاره کرد.  یناخالص با نکیکیآنت ای نکیک

                                                        
1 escape windows 

 است نکیک یآنت-نکیک یپراکندگ دهیچیپ ساختار توجه،
 پس و شد یبررس يعدد طورهب1970سال در ابتدا که
. گرفت قرار دانشمندان از ياریبس مطالعه مورد آن از

 یبحران سرعت از شتریب يهاسرعت با يفرود امواج
 حرکت تینهایب سمت به تابش با همراه برخورد از پس

 در يحد سرعت از کمتر يهاسرعت يبرا. کنندیم
 يالگو اما. افتندیم دام به يفرود امواج یکل حالت

 آنها که شودیم دهید يزیت يدهایتشد از زین يادهیچیپ
در  یژگیو نیا. فرارکنند تینهایب به سازدیم قادر را

 ینوسیس شده اصلاح مدلها از قبیل برخی مدل
 یانتقال مد نیب يانرژ تبادل امکانتوان با را می گوردون،

 نیاول در. ددا حیتوض منفرد نکیک کی یارتعاش مد و
 نکیک یداخل مد به یجنبش يانرژ از يمقدار برخورد،

 شوندیم جدا آنها سپس و شودیم منتقل نکیکیآنت و
 يبرا اما. شوندیم منتشر مستقل طورهب باًیتقر و

 انتقال يانرژ آنها ،يحد سرعت از کمتر يهاسرعت
 باز نیبنابرا و ندارند متقابل جاذبه از فرار يبرا لازم

. ندینمایم برخورد گریکدی با دوم بار يبرا و گردندیم
 رهیذخ یداخل مد در که يانرژ از يمقدار لحظه نیا در

 در اگر و گردد باز یانتقال يدهام به تواندیم بود شده
 تناوب ةدور با یمناسب دیتشد برخورد دو نیب بازه

 تینهایب به فرار سبب تواندیم رد،یپذ صورت یمناسب
 يانرژ است ممکن که است نیا شتریب میتعم. گردد

 یانتقال يمدها به شتریب ای برخورد سه از پس یکاف
 يوتودرت يدیتشد ساختار کی به منجر و بازگردد

 یلیوتحل يعدد صورتبه که يریتصو گردد، دهیچیپ
هایی مثل با این حال مدل .است گرفته قرار مطالعه مورد
߮଺داراي مد داخلی نیستند، از این قانون  ، هرچند

هاي تشدیدي را در برخورد و پراکندگیکنند تبعیت نمی
 برخورد .]25،28[ کینک همراه خود دارندآنتی-کینک
طور غیر ، بهکوچک ياهیناح درکم انرژي  نکیک چند
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 و يادیز يانرژ مقدار جادیا باعث تواندمیخطی 
 در که گردد هیناح آن در ییبالا يانرژ یچگال نیبنابرا
) 1+1( مدل از که یکیزیف يهاستمیس یبرخ ۀمطالع
محاسبات نشان  .است دیمف کنند،یم استفاده يبعد
وان با پارامترهایی تدهد که این چگالی انرژي را میمی

ها کنترل کرد. و سرعت اولیه کینکنظیر تعداد، مکان 
 ସ߮در ادامه به مدل تغییر شکل یافته هایپربولیکی 

پردازیم، سپس نتایج عددي حاصل از برخورد دو، می
، کنیمرا بررسی میسه، چهار و پنج کینک در یک نقطه 

یت و در نها دهیماتی در خصوص مد داخلی میحتوضی
هاي عددي با نتایج حاصل سازيشبیهمقایسه نتایج  به

  پردازیم.می ସ߮از برخوردهاي چندکینکی در مدل 

 مدل
-در فضا هاي مختلف معادله کلاین گوردونمدل   
زیر توصیف لاگرانژي چگالی ) بعدي با 1+1( مانز

  د:نشومی
ℒ = భ

మ(డఝ
డ௧

)ଶ − భ
మ ቀ

డఝ
డ௫
ቁ
ଶ
− ܸ(߮)														 1       

,ݔ)߮که در آن   یک میدان اسکالر حقیقی است. (ݐ
ما را  ،این چگالی لاگرانژي لاگرانژ با-لریمعادله او

  کند:سوي معادله حرکت زیر رهنمون میبه
డమఝ
డ௧మ

− డమఝ
డ௫మ

− ௗ௏
ௗఝ

= 0																														 2       
 صورت به ସ߮براي مدل  (߮)ܸ لپتانسی

ଵܸ(߮) = భ
మ(ଵିఝమ)మ										 3                              

 . )1(شکلهستند 1± در پتانسیل هاي اینکمینهاست. 
߲߮	) یستادر حالت ا 2از حل معادلۀ

ݐ߲
= 0) ،

این مدل استاتیک  سالیتونی توپولوژیکیهاي جواب
  یند:آدست میهب

߮ଵ = ± tanh(ݔ)																											 4                

علامت مثبت جواب کینکی و علامت منفی جواب 
). با استفاده از تابع 2(شکل کینکی معادله هستندآنتی

(߮)݂ ]43[ تغییر شکل = sinh(߮)  ، پتانسیل و
هاي سالیتونی مدل تغییرشکل یافته هایپربولیک جواب

  آیند:می دستهب ସ߮وسی سین
ܸ(߮) =
భ
మ ୱୣୡ୦

మ(ఝ)(ଵିୱ୧୬୦మ(ఝ))మ																	 5                 

 
و مدل تغییر شکل یافته  ૝࣐هاي هاي مدلمقایسه پتانسیل .1شکل

  ૝࣐سینوسی  هایپربولیک
 

߮ =
± sinhିଵ(tanh(ݔ)).																										 6         

ܽهایی در مینیموم 5پتانسیل = ± sinhିଵ(1)	   دارد
گیرند در بین این دو قرار می 6هايو بنابراین جواب

هاي یک بعدي وابسته به ). جواب2و1هاي(شکل
  است: 7صورتبه 6زمان

߮ = ± sinhିଵ(tanh( ௫ି௩௧
√ଵି௩మ

)),																					7 

ݒ)هاي آهسته ي کینککه برا ≪ ساده  8صورتبه (1
  شوند:می

߮ = ± sinhିଵ(tanh(ݔ −  8																	.((ݐݒ

 9از انتگرال 1انرژي کل متناظر با چگالی لاگرانژي
  شود:محاسبه می

ܷ = ܭ + ܧ + ܲ 

				= ∫ ቆభమ ቀ
డఝ
డ௧
ቁ
ଶ

+ భ
మ ቀ

డఝ
డ௫
ቁ
ଶ

+ ܸ(߮)ቇ݀ݔஶ
ିஶ ,						9 

تغییر  ترتیب شامل سه جمله انرژي جنبشی، انرژيکه به
  .]37[ شکل الاستیک و انرژي پتانسیل است
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  ସ߮سینوسی  و مدل تغییر شکل یافته هایپربولیک ସ߮کینکی مدل هاي آنتی (b)کینکی و  (a)هاي مقایسه جواب .2شکل

  
,ݔ)ݑ)همین ترتیب چگالی انرژي کل به نیز  ((ݐ

,ݔ)݇) دارنده چگالی انرژي جنبشیدربر ، چگالی ((ݐ
,ݔ)݁)انرژي تغییر شکل  و چگالی انرژي پتانسیل  ((ݐ

,ݔ)݌)   :است ((ݐ
ݑ = ݇ + ݁ +  10																																																	݌

 
 

݇ = భ
మ ቀ

డఝ
డ௧
ቁ
ଶ

= భ
మ		

ೡమ

భషೡమ
	
౩౟౤౞రቆ ೣషೡ೟

ඥభషೡమ
ቇ

భశ౪౗౤౞మቆ ೣషೡ೟
ඥభషೡమ

ቇ
				 11         

 

݁ = భ
మ(
డఝ
డ௫

)ଶ = భ
మ		

1
	2ݒ−1

౩౛ౙ౞రቆ ݐݒ−ݔ
ඥ1−2ݒ

ቇ

1+౪౗౤౞మቆ ݐݒ−ݔ
ඥ1−2ݒ

ቇ
										 12           

 
݌ = ܸ(߮) = 1

2 sech2(߮)(1−sinh2(߮))2																13 
					 

ی میدان ئصورت مشتق جزتغییر شکل الاستیک به
  :شودتعریف می مکاننسبت به 

ߝ = డఝ
డ௫
	,																																																													14 

  که براي کشش، مثبت و براي تراکم، منفی است.
  

 نتایج عددي
برخوردهاي دو تا پنج کینکی بخش به مطالعه در این    

 ସ߮مدل تغییر شکل یافته هایپربولیک سینوسی 
ها در حد سرعت براي کینک ۀپردازیم. شرایط اولیمی

غیر نسبیتی است. با توجه به اینکه جواب تحلیلی چند 

نهی سالیتونی براي این مدل وجود ندارد، لذا از برهم
سوي هم حرکت ک که بهکینچند جواب کینک و آنتی

اي در گونهکنیم. مکان اولیه آنها را بهمیاستفاده  کنندمی
گیریم که برخوردشان در یک نقطه اتفاق بیفتد. نظر می

حد کافی بزرگ در نظر ها را بهاولیه بین کینک ۀفاصل
 پوشانی نداشته باشند.هم گیریم تا در شروع حرکتمی

اي که کنیم به گونهمی در مرزها از تابع جاذب استفاده
 ةمیدان و مشتق آن را صفر کند تا موجودات خلق شد

 و انعکاسی نداشته باشندها از دیواره ناشی از برخوردها
براي . تداخلی در بازه زمانی مورد بررسی ایجاد نشود

 ۀبررسی عددي تحول زمانی، از شکل گسسته معادل
دوم را  مشتق. براي این منظور کنیماستفاده می 2حرکت

چهارم)  ۀاي تا مرتبروش تفاضل محدود(پنج نقطهبه
 نقاطرا در  (ݔ)݂بسط تیلور تابع  آوریم.می بدست

ݔ)݂ + ℎ)، ݂(ݔ − ℎ) ،݂(ݔ + 2ℎ)  ݔ)݂و − 2ℎ)  تا
چهار به بعد را صرف  ۀچهار می نویسیم و از مرتب ۀمرتب

 کنیم:نظر می

ݔ)݂ + �) = (ݔ)݂ + �݂ (ݔ)ʹ +
�ଶ

2  (ݔ)ʺ݂

+ ௛య

଺
݂ᇵ(ݔ) + ௛ర

ଶସ
݂(ସ)(ݔ) + ܱ(5),					 15   

ݔ)݂ − ℎ) = (ݔ)݂ − ℎ݂ᇱ(ݔ) +
ℎଶ

2
݂ᇳ(ݔ) 

	− ௛య

଺
݂ᇵ(ݔ) + ௛ర

ଶସ
݂(ସ)(ݔ) − ܱ(5),			 16     
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ݔ)݂ + 2ℎ) = (ݔ)݂ + 2ℎ݂ᇱ(ݔ) +
4ℎଶ

2
݂ᇳ(ݔ) 

+ ଼௛య

଺
݂ᇵ(ݔ) + ଵ଺௛ర

ଶସ
݂(ସ)(ݔ) + ܱ(5),	 17    

ݔ)݂ − 2ℎ) = (ݔ)݂ − 2ℎ݂ᇱ(ݔ) + ସ௛మ

ଶ
݂ᇳ(ݔ) 

	− ଼௛య

଺
݂ᇵ(ݔ) + ଵ଺௛ర

ଶସ
݂(ସ)(ݔ) − ܱ(5).       18    

برابر مجموع  16را از  18و  17هاياکنون مجموع معادله
تا مشتقات با مرتبه فرد  کنیمکم می 16و  15معادلات 

  آوریم.دست میهرا ب (ݔ)ʺ݂و حذف شوند 

݂ᇳ(ݔ) =
1

12ℎଶ ݔ)݂−) − 2ℎ) + ݔ)16݂ − ℎ)				19 

(ݔ)30݂− + ݔ)16݂ + ℎ) − ݔ)݂ + 2ℎ)) 

حاصل  2حرکت ۀمعادل ۀشکل گسست این ترتیببه
  شود:می

ቆ
݀ଶ߮௡
ଶݐ݀

ቇ
௝
−

1
ℎଶ (߮௡ିଵ,௝ − 2߮௡,௝ 																					 

+߮௡ାଵ,௝) +
1

12ℎଶ
(߮௡ିଶ,௝ − 4߮௡ିଵ,௝ + 6߮௡,௝  

−4߮௡ାଵ,௝ + ߮௡ାଶ,௝)− ଵ
ଶ

(sinh( 2߮௡,௝) −
8 sechଶ൫߮௡,௝൯ tanh൫߮௡,௝൯) 				=
0																																																																			 20         

ℎ	 ایی شبکه استگام فض،߮௡൫ݐ௝൯ = ߮(݊ℎ,  ،(௝ݐ
݊ = 0, ±1, ±2, … ،݆ = −3,−2,−1,0,1,  و …

௝ݐ زمان = گسسته فوق  ۀدر معادل دوم مشتق است. ݆߬
ܰطول شبکه داراي  است. (ℎସ)ܱ ۀاز مرتب = 8000	 

ℎگام فضایی  با لحاظ کردنت و نقطه اس = 0.025 

100−گستره  < ݔ <  نکیکه کگیرد. را در بر می 100
 در تا کندیم دور هم از یکاف ةاندازبه را نکیکیآنت و

همین ترتیب به .باشند نداشته یهمپوشان هیاول طیشرا

                                                        
1 Bounce windows 

߬گام زمانی  با سازيدر طول شبیه تحول زمانی =

   است. لحاظ شده 0.005

ቀௗ
మఝ೙
ௗ௧మ

ቁ
௝

= ଵ
ଵଶఛమ

(11߮௡,௝ାଵ − 20߮௡,௝ 							21 

+6߮௡,௝ିଵ + 4߮௡,௝ିଶ −߮௡,௝ିଷ)													 

  برخورد دوکینکی
سینوسی  مدل تغییر شکل یافته هایپربولیکهاي کینک   
߮ସ ߮هاي مدل  کینکشابه مସ  متقارن هستند، بنابراین

پیکربندي  هر دو درکینک آنتیو  برخوردهاي کینک
߮(௔ ,ି ௔,௔) ߮و(ି௔,௔,ି௔)  براي. نتایج یکسانی دارند 	
 سازي عددي از در شبیه (௔,௔,ି௔ି)߮پیکربندي 

߮(ି௔,௔,ି௔)(ݔ, (ݐ = ߮(ି௔,௔)(ݔ − ,ଵݔ  (ݐ
																	+߮(௔,ି௔)(ݔ − ଶݔ , (ݐ − ܽ								 22      

ଵݒهاي اولیه  کنیم. سرعتاستفاده می = ଶݒ− =

و  (௔,௔ି)߮هاي مراکز کینکشده است.  لحاظ 0.1
߮(௔ି,௔) ݔهاي اولیه در مکانଵ  ݔوଶ اند  قرارگرفته

ଵݔ− مقادیربا در نظر گرفتن و  = ଶݔ = فاصله ، 10
شرط عدم  است کهحدي زیاد  ها بهبین کینک

براي . شودبرآورده می، صفر ۀهمپوشانی در لحظ
௖௥ݒاز سرعت بحرانی هاي اولیه بیشتر  سرعت ≈

و  شدهها جدا کینک ،پس از برخورد 0.4639
هاي حالت ،هاي اولیه کمتر از سرعت بحرانیسرعت

 .]43[ آوردوجود میرا به 1هاي جهشی مقید و پنجره
ها کینکاز برخورد  پس ،0.1اولیه  با انتخاب سرعت

 2بایونبه نام  افتند و حالتی مقیدبه دام یکدیگر می
ഥܭܭ	 شودایجاد می (ܾ) →  ഥܭ و ܭ .)a-3(شکل  ܾ

  .کینک هستندبه ترتیب معرف کینک و آنتی

2 Bion 
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   (ܽ−,ܽ,ܽ−)برخورد دوکینکی در پیکربندي  .3شکل

(a)،پیکربندي میدان (b)  ،چگالی انرژي کل(c  ،چگالی انرژي جنبشی(d)  ،چگالی انرژي پتانسیل(e)  تغییر شکل و چگالی انرژي(f) تغییر شکل  

گیرد و قرار میبرخورد  ۀبایون در نزدیکی نقط
این  کند.هایی، انرژي تابش میصورت ریز موجبه

اش کاهش نوسانی ۀشود که دامنتابش انرژي باعث می
 اش براي مدت نسبتاًنوسانی ۀکه دامن یابد. در صورتی
نامیدیم. نتایج می 4ماند، آن را بردرزیادي ثابت می

آورده شده  3سازي عددي در شکلیهحاصل از شب
                                                        

4 Breather 

آنتی -ماي کلی از برخورد کینکن a-3است. شکل
,ܽ−)کینک در پیکربندي  دهد. را نشان می (ܽ−,ܽ

,ݔ)ݑ	چگالی انرژي کل b-3شکل ها و در زمان(ݐ
نشان  را هاي مختلف قبل و پس از برخوردمکان

کنیم، در این شکل مشاهده میطور که دهد. همانمی
کنند، سوي هم حرکت میه چگالی انرژي بهدو قل
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برخورد  ۀشوند و در نقطبرخورد کرده، مقید می
 eتا  c-3هاي کنند. در شکلمی گسیلهایی ریزموج

هاي انرژي جنبشی، پتانسیل زمانی چگالی-تصویر فضا
 c-3شده است. شکلنشان داده و تغییر شکل الاستیک

کنیم مینمایش چگالی انرژي جنبشی است. ملاحظه 
که قبل از برخورد، چگالی انرژي جنبشی دامنه بسیار 

دلیل نوسانات میدان در حالت که بهکمی دارد در حالی
آن زیاد است.  ۀمقید ایجاد شده پس از برخورد، دامن

سهم چگالی انرژي کل مربوط به چگالی  بیشترین
بر خلاف چگالی انرژي جنبشی،  است. انرژي جنبشی

) پس از برخورد e-3ک (شکلتغییر شکل الاستی
یابد. تغییر شکل که همان مشتق میدان است، کاهش می

 گیردخود میپس از برخورد، ساختاري نوسانی به
هاي انرژي کل، ).  مقادیر بیشینه چگالیf-3(شکل

جنبشی، پتانسیل و تغییر شکل الاستیک براي این 
صورت عددي محاسبه ) که بهeتا  b-3برخورد (شکل

  شرح زیر هستند:به اندشده
௠௔௫ݑ

(ଶ) ≈ 2.0103, 							݇௠௔௫
(ଶ) ≈ 2.0103, 

 
	݁௠௔௫

(ଶ) ≈ 0.505, ௠௔௫݌									
(ଶ) ≈ 1.484						 23      

 ):f-3همچنین مقادیر اکسترمم تغییر شکل (شکل 

௠௔௫ߝ
(ଶ) ≈ 1.005, ௠௜௡ߝ						

(ଶ) ≈ −1.005				 24         
 واضح است که  3لاز شک

݇௠௔௫
(ଶ) + 	݁௠௔௫

(ଶ) + ௠௔௫݌	
(ଶ) > 	௠௔௫ݑ

(ଶ) 																25 
هاي انرژي هرچند چگالی انرژي کل از مجموع چگالی

دست هجنبشی، پتانسیل و تغییر شکل الاستیک ب
چگالی انرژي کل  ۀآید، اما الزامی نیست که بیشینمی

هاي انرژي جنبشی، هاي چگالیهم از مجموع بیشینه
 دست آید. توجههپتانسیل و تغییر شکل الاستیک ب

 مشابه مدل ૝࣐ داریم که مدل هایپربولیک سینوسی

                                                        
5 Lump 

࣐૝  ،پس از برخورد داراي مد داخلی است. مد داخلی
شود و تبدیل انرژي جنبشی و پتانسیل به برانگیخته می

  کند.هم مییکدیگر را در برخوردهاي متوالی فرا

  برخورد سه کینکی
کینک و -کینکآنتی-برخوردهاي سه کینکی کینک   

همراه کینک، نتایج یکسانی بهآنتی-کینک-کینکآنتی
-کینکآنتی-دارند. در اینجا از پیکربندي که کینک

استفاده  گیرند،جاي می (ܽ,ܽ−,ܽ,ܽ−)کینک در 
یم تواننهی سه جواب تک کینکی میشده است. از برهم

  سازي نماییم و ازجواب سه کینکی را شبیه
߮(ି௔,௔,ି௔,௔)(ݔ, (ݐ = ߮(ି௔,௔)(ݔ − ,ଵݔ  (ݐ

+߮(௔,ି௔)(ݔ − ,ଶݔ (ݐ + ߮(ି௔,௔)(ݔ − ,ଷݔ 			.(ݐ 26    
ଶݔساکن و در مرکز  ،کینکآنتی نماییم.  استفاده =

 ،هاي چپ و راستقرار داده شده است و کینک 0
ଵݒ  هاي اولیهسرعت = ଷݒ− = در  و دارند0.1

ଵݔ−هاي اولیه مکان = ଷݔ = . اندقرار داده شده 10
برخورد شود که این انتخاب شرایط اولیه باعث می

 a-4شکلافتد. از مرکز اتفاق مییک نقطه و در  در
کینک نابود کنیم که یک کینک و آنتیمشاهده می

که سرعت بسیار بالایی نوسانی  5شوند و لامپمی
شود. علاوه بر آن کینک سمت چپ با دارد ایجاد می

ݒ	سرعت بیشتري ≈ قبل از برخورد  نسبت به  0.14
 صورتتوان برخورد سه کینکی را به. میماندمی باقی

ܭഥܭܭ → مشابه قسمت قبلی، نمایش داد. . ܾܭ
تغییر  f-4هاي انرژي و شکلچگالی e-4 تا b-4شکل

هاي مقادیر بیشینه چگالی دهد.ان میشکل را نش
انرژي کل، جنبشی، پتانسیل و تغییر شکل الاستیک 

صورت ) که بهeتا  b-4براي این برخورد (شکل
  شرح زیر هستند:اند بهعددي محاسبه شده

௠௔௫ݑ
(ଷ) ≈ 4.964, 																						݇௠௔௫

(ଷ) ≈ 1.417,	
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   (ܽ,ܽ−,ܽ,ܽ−)کربندي کینکی در پی. برخورد سه 4شکل

(a)،پیکربندي میدان (b)  ،چگالی انرژي کل(c)  ،چگالی انرژي جنبشی(d)  ،چگالی انرژي پتانسیل(e)  چگالی انرژي تغییر شکل و(f) تغییر شکل  

݁௠௔௫
(ଷ) ≈ 4.464, ௠௔௫݌									

(ଷ) ≈ 0.5											 27    
  )f-4شکلهمچنین مقادیر اکسترمم تغییر شکل ( 

௠௔௫ߝ
(ଷ) ≈ 2.988, ௠௜௡ߝ									

(ଷ) ≈ −1.005								28 
  است. 

  
  

  برخورد چهارکینکی
کینک در آنتی-کینک-کینکآنتی-پیکربندي کینک   

براي برخورد چهارکینک در  (ܽ−,ܽ,ܽ−,ܽ,ܽ−)
نهی از برهم سازي نیزنظرگرفته شده است و در شبیه

  تفاده شده است: چهار جواب تک کینکی اس
߮(ି௔,௔,ି௔,௔,ି௔)(ݔ, (ݐ = ߮(ି௔,௔)(ݔ − ,ଵݔ  (ݐ
					+߮(௔,ି௔)(ݔ − ,ଶݔ (ݐ +߮(ି௔,௔)(ݔ − ଷݔ ,  (ݐ
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					+߮(௔,ି௔)(ݔ − ,ସݔ (ݐ − ܽ																				 29     
 کینک میانیکینک و آنتیدر این برخورد براي 

ଶݒ  سرعت = ଷݒ− = کینک و آنتی  برايو 0.05
ଵݒ سرعت کینک طرفین = ସݒ− = نظر  در 0.1

کینک است. توجه داریم که کینک و آنتیگرفته شده

دادن کنند، بنابراین براي رخیکدیگر را جذب می
باید  ،هاي فوقبا فرض سرعت ،برخورد در یک نقطه

  شوند.شرایط مکان اولیه صحیحی در نظرگرفته
 

  

 
−)برخورد چهارکینکی در پیکربندي  .5شکل ,ܽ ܽ,−ܽ, ܽ,−ܽ)   

(a)،پیکربندي میدان (b)  ،چگالی انرژي کل(c)،چگالی انرژي جنبشی(d)  ،چگالی انرژي پتانسیل(e)  چگالی انرژي تغییر شکل و(f)  تغییر شکل  
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کینک میانی کینک و آنتی براي این موضوع مکان اولیه
ଶݔ−در  = ଷݔ = است و  شده داشتهابت نگهث 10

است و  شده هاي طرفین وردش دادهمکان اولیه کینک
ଵݔ− هاي اولیهدر نهایت مکان = ସݔ =

سازي است. نتایج شبیه آمده دستهب  22.504991
از  است. مخصوصاً شده داده نشان 5عددي در شکل

پس از برخورد  واضح است که bو  a-5هاي شکل
شوند و دو می ها نابودکینک، طهچهارکینک در یک نق

هاي قبل از برخورد با سرعت بیشتر از کینکبایون 
ഥܭܭഥܭܭشود می ایجاد → مقادیر بیشینه  .ܾܾ

هاي انرژي کل، جنبشی، پتانسیل و تغییر شکل چگالی

) که eتا  b-5الاستیک براي این برخورد (شکل
  شرح زیر هستند:اند بهشده صورت عددي محاسبهبه

௠௔௫ݑ
(ସ) ≈ 7.984, 							݇௠௔௫

(ସ) ≈ 7.98145, 
 
	݁௠௔௫

(ସ) ≈ 2.407, ௠௔௫݌									
(ସ) ≈ 2.863								 30     

  )f-5همچنین مقادیر اکسترمم تغییر شکل (شکل 
௠௔௫ߝ

(ସ) ≈ 2.196, ௠௜௡ߝ									
(ସ) ≈ −2.196												31 

نند برخورد دوکینکی سهم است. در اینجا هم هما
چگالی انرژي جنبشی از چگالی انرژي کل بیشتر 

  است.
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   (ܽ,ܽ−,ܽ,ܽ−,ܽ,ܽ−)کینکی در پیکربندي پنج برخورد  .6شکل

(a)،پیکربندي میدان (b) ،چگالی انرژي کل(c)  ،چگالی انرژي جنبشی(d)  ،چگالی انرژي پتانسیل(e)  چگالی انرژي تغییر شکل و(f)  یر شکلتغی.

  برخورد پنج کینکی
کینک سه کینک و دوآنتی، براي برخورد پنج کینکی   
کینک  اند.قرار داده شده (ܽ,ܽ−,ܽ,ܽ−,ܽ,ܽ−)در 

ଷݒمیانی در مرکز و در ابتدا ساکن  = هاي کینک، 0
ଵݒطرفین داراي سرعت اولیه  = ହݒ− = و در  0.1

ଵݔ−مکان اولیه  = ହݔ =  و 20.170733
ଶݒ ها داراي سرعت اولیهکینکآنتی = ଷݒ− =

ଶݔو در مکان اولیه  0.05 = ଷݔ− = قرار داده  10
   اند.شده

߮(ି௔,௔,ି௔,௔,ି௔,௔)(ݔ, (ݐ = 
߮(ି௔,௔)(ݔ − ,ଵݔ (ݐ + ߮(௔,ି௔)(ݔ − ,ଶݔ  (ݐ
			+߮(ି௔,௔)(ݔ − ,ଷݔ (ݐ + ߮(௔,ି௔)(ݔ − ,ସݔ  (ݐ

			+߮(ି௔,௔)(ݔ − ,ହݔ 																														(ݐ 32      
برخورد در یک نقطه اتفاق  ،با این شرایط اولیه

پس از برخورد دو کینک در  6افتد. مطابق شکلیم
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هاي بیشتر از سرعتشان قبل از طرفین با سرعت
کینک در مرکز شوند و یک آنتیبرخورد پراکنده می

ها گیرد. مد داخلی کینکون قرار میحالت سکبه
هایی پس از برخورد در شود و ریزموجبرانگیخته می

سازي عددي در شود. نتایج شبیهبین آنها ایجاد می
 مقادیر بیشینه چگالی است. شده داده نشان 6شکل
  ها انرژي

௠௔௫ݑ
(ହ) ≈ 12.907, 							݇௠௔௫

(ହ) ≈ 4.492, 33       

݁௠௔௫
(ହ) ≈ 12.407, ௠௔௫݌									

(ହ) ≈ 0.500				 
  و مقادیر اکسترمم تغییر شکل:

௠௔௫ߝ
(ହ) ≈ 4.981, ௠௜௡ߝ									

(ହ) ≈ −1.789				 34        
کنیم که در اینجا به مانند برخورد سه است. ملاحظه می

کینکی، بیشترین سهم چگالی انرژي کل مربوط به 
  ل است.چگالی انرژي تغییر شک

 هاي برانگیختگی کینکطیف

توان ها، میبا در اختیار داشتن فرمول صریح کینک   
شکل نها را مطالعه کرد. این مسأله بهطیف برانگیختگی آ

). را ببینید ]31،32[ براي مثالشود (بندي میزیر فرمول
,ݔ)߮ߜابتدا اختلال کوچک  را به کینک ایستایی که  (ݐ

اش را حساب کنیم، گیختگیخواهیم طیف برانمی
߮୏(ݔ)کنیم:، اضافه می  

,ݔ)߮ (ݐ = ߮୏(ݔ) + ,ݔ)߮ߜ 																			,(ݐ
ห|߮ߜ|ห ≪ ห|߮୏|ห.																																								

35  

,ݔ)߮با جایگذاري این  ، تقریبی 2حرکت در معادله (ݐ
دست به ߮ߜخطی براي 

آوریم:می
பమఋఝ
ப௧మ

− பమఋఝ
ப௫మ

+ ௗమ௏
ௗఝమ

|ఝే(௫) ⋅ ߮ߜ = 0.
36  

                                                        
1shooting  

را تفکیک کنیم؛ یا  ݐو  ݔتوانیم متغیرهاي اکنون می
 به عبارتی دیگر، حلی براي معادله

,ݔ)߮ߜ (ݐ = 																												.ݐcos߱(ݔ)߰
37  

 مقداريویژه ه مسئلهب 36از معادله  بنابراین،بیابیم. 

(ݔ)߰ܪ = ߱ଶ߰(ݔ),																																				
38  

بعدي با رسیم که مشابه معادله شرودینگر یکمی
 است. هامیلتونی

ܪ = − ௗమ

ௗ௫మ
																																		.(ݔ)ܷ+

39  

را توان آن پتانسیل پایایی است که می (ݔ)ܷتابع 
طیف » ترازهاي انرژي«نامید. » کوآنتومی«پتانسیل 

، چیزي جز (ݔ)ܷگسسته در چاه پتانسیل 
௜߱مقدارهاي ویژه

ଶ ها نیستند و ما هم به دنبال همین
 توان دیدسادگی میگردیم. بهمی

(ݔ)ܷ = ௗమ௏
ௗఝమ

|ఝే(௫) .																																		
40  

توان نشان داد که همواره تراز صفر در طیف همچنین می
 علاوه، تمامیبه .برانگیختگی کینک وجود دارد

  .نامنفی هستند ܪمقدارهاي عملگر ویژه
طیف گسسته را  )ω௜( مقدارهايبراي اینکه ویژه

روش «شده صورت عددي بیابیم، از نسخه اصلاحبه
. در ]54[کنیم می) استفاده 2»روش تطبیق«(یا  1»پرتابی

دهیم. ابتدا اختصار توضیح میادامه، این روش را به
ازاي مقدار خاصی از را به 38معادله دیفرانسیل معمولیِ

ݔکنیم. بدین منظور طور عددي حل می، به߱ < و  0
ݔ >  ∞−ترتیب از گیریم و بهرا جداگانه در نظر می 0

2 matching 
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آمده دستکنیم. سپس دو حل بهشروع می ∞+و 
߰௅(ݔ)  ߰وோ(ݔ)  ݔنقطه در را = که  ௠௔௧௖௛ݔ

دهیم. اگر نزدیک مبدأ است، بر یکدیگر تطبیق می
مقدار کرده بودیم، ویژهانتخاب  ߱مقداري که براي 

هایی از هاي چپ و راست بخشباشد، حل 39هامیتونی
 بعخواهند بود. در نتیجه رونسکین توا ܪتابع یک ویژه
߰௅(ݔ)  ߰وோ(ݔ)  ݔدر = صفر خواهد  ௠௔௧௖௛ݔ

 ۀ، معادل ݔ)ோ߰و  (ݔ)௅߰ شد. ما براي یافتن توابع
قدیمی  را با استفاده از روش 38دیفرانسیل معمولی

ℎچهارم با گام  ۀکوتاي مرتب-رانگ = 10ିହ حل ،
در کینک گذاري فرمول صریح پس از جاي. کردیم
هر کینک را » کوآنتومی«پتانسیل  توانیم، می40ۀمعادل

پتانسیل  ،7و4تمعادلاهاي براي کینک حساب کنیم.
 ସ߮ سینوسی هایپربولیکو  	ସ߮ هايمدل کوآنتومی

  است. 7شکل صورتبه

ଵܷ(ݔ) = −2 + 6Tanh(ݔ)ଶ																								41 

(ݔ)ܷ = 2 − 2Sech(2ݔ)− 3Sech(2ݔ)ଶ +
2Tanh[ݔ]ଶ																																																								42 

  هاي یکسانی دارند.هر دوي آنها مجانب

43     ଵܷ(±∞) = ݔ)ܷ ± ∞) = 4																					 

0بازه  درܪلذا طیف گسسته عملگر  ≤ ߱ଶ ≤ 4 
ݔحال کمینه آنها که در  ا اینب دارد.جاي = است،  0

  :اوت استفمت

ଵܷ,௠௜௡(ݔ = 0) = −2																																						44 

ܷ௠௜௡(ݔ = 0) = −3																																								45 

وجویی عددي را براي جست با روش عنوان شده
صورت دادیم و  ܷترازهاي گسسته در چاه پتانسیل 

ଵଶ߱ 3.5786براي تنها تراز غیر صفر  ]43[مشابه  ≈ 
 3.0این مقدار برابر  ଵܷیم (براي پتانسیل دست آوردهب

روش عددي با مشخص شدن مقادیر ویژه، بهاست). 
ویژه متناظر مدهاي صفر و غیر صفر توان توابع می

 .)7(شکل را رسم نمود ଵܷو  ܷهاي پتانسیل

 

 φସ ینوسیس کیپربولی) هاbو ( φସ   (a) يهامدل ي) برایآب نیمد(خط چ نی)، مد صفر(خط قرمز) و اولی(خط مشک کوآنتومی لی. پتانس7شکل

 گیريبحث و نتیجه
 رییتغ و يانرژ يهایچگال يحد ریمقاد ،مقاله نیا در   

یافته هایپربولیک سینوسی  شکل ، براي مدل تغییرشکل

߮ସ کینک کم آنتی-کینک Nاي تعداد در برخورد نقطه 	
اینکه  شد. براي صورت عددي محاسبهسرعت، به

تر در ناحیه عبارت دقیقبرخورد در یک نقطه و یا به
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اي که گونهها بهکینکها و آنتیدهد، کینک کوچکی رخ
شدند. این  چیده هاي همسایه از یک نوع نباشندسالیتون

شود همواره نیرو از نوع جاذبه باشد. چینش باعث می
 گردآوري 1سازي عددي در جدولنتایج حاصل از شبیه

 ]21[ است. از مقایسه این نتایج با آنچه در مرجعشده 
شویم که دست آمده است، متوجه میبه ସ߮براي مدل 

مقادیر یکسانی در  ایجادشده در پتانسیل، تقریباً تغییر
چگالی انرژي کل و همچنین چگالی انرژي تغییرشکل 

اما چگالی انرژي  کند.حاصل می برخوردهادر تمام 
برخوردهاي با تعداد زوج(فرد)  پتانسیل(جنبشی) در

طور است. به ସ߮کینک، کمتر از مقادیرشان در مدل 
دو و چهارکینکی  ، در برخوردهايସ߮تر در مدل دقیق

و در   3.5و  1.75چگالی انرژي پتانسیل داراي مقادیر 
برخوردهاي سه و پنج کینکی چگالی انرژي جنبشی 

و  ସ߮اي هاست. مدل 5.0و  1.7داراي مقادیر 
داخلی  دو داراي یک مد ، هرସ߮هایپربولیک سینوسی 

کینک در این آنتی-و براي برخورد کینک ]43[ هستند
ها، سرعت حدي مشخصی وجود دارد که در مدل

هاي فرار هاي کمتر از آن، حالات مقید و پنجرهسرعت
هاي کمتر از سرعت حدي آید. در سرعتوجود میهب

جود دارد که انرژي از مد داخلی به حالات تشدیدي و
شود و پس از یک یا چند انرژي در مد انتقالی تبدیل می

حرکت برخورد از یکدیگر جدا شده و تا بینهایت به 
دهند.ادامه می

  

   ૎૝سینوسی فته هایپربولیکو تغییر شکل یا 	૎૝براي دو مدل ل از مطالعه برخوردهاي چندکینکیصهاي انرژي و تغییر شکل حامقادیر چگالی. 1جدول

 ࡺ model ࢔࢕࢏࢚࢏࢙࢕࢖	࢒ࢇ࢏࢚࢏࢔࢏ ࢚࢟࢏ࢉ࢕࢒ࢋ࢜	࢒ࢇ࢏࢚࢏࢔࢏ ࢞ࢇ࢓࢛ ࢞ࢇ࢓࢑ ࢞ࢇ࢓ࢋ ࢞ࢇ࢓࢖ ࢞ࢇ࢓ࢿ ࢔࢏࢓ࢿ

0.000  1.005  0.500  0.505  0.005  1.010  ࢜ = ૙. ૚૙ ࢞૙ = ૙ ܌ܐܛ − ࣐૝  
૚ 

1.0 1.0 0.5 0.5 0.0 1.0 ࢜ = ૙. ૚૙ ࢞૙ = ૙ ࣐૝ 

1.005  1.005  1.484  0.505  2.103  2.103  ࢜૚ = −࢜૛ = ૙.૚૙ -࢞૚ = ࢞૛ = ૚૙  ܌ܐܛ − ࣐૝  

૛ 
-1.0 1.0 1.75 0.5 2.0 2.0 ࢜૚ = −࢜૛ = ૙.૚૙ -࢞૚ = ࢞૛ = ૚૙  ࣐૝ 

1.005  2.988  0.500  4.464  1.417  4.964  ࢜૚ = −࢜૜ = ૙.૚૙ 
	࢜૛ = ૙ 

−࢞૚ = ࢞૜ = ૚૙ 
	࢞૛ = ૙ ܌ܐܛ − ࣐૝  ૜ 

-1.0 2.5 0.5 4.5 1.7 5.0 ࢜૚ = −࢜૜ = ૙.૚૙ 
	࢜૛ = ૙ 

−࢞૚ = ࢞૜ = ૛૙ 
	࢞૛ = ૙ ࣐૝  

2.196  2.196  2.863  2.407  7.981  7.984  ࢜૚ = −࢜૝ = ૙. ૚૙, 
࢜૛ = −࢜૜ = ૙.૙૞ 

−࢞૚ = ࢞૝ = ૛૛.૞૙૞ 
−࢞૛ = ࢞૜ = ૚૙ ܌ܐܛ − ࣐૝  

4  

-2.2 2.2 3.5 2.4 8.0 8.0 ࢜૚ = −࢜૝ = ૙.૙૞	 
࢜૛ = −࢜૜ = ૙. ૙૛૞ 

−࢞૚ = ࢞૝ = ૛૛.૛ૠ૟ 
−࢞૛ = ࢞૜ = ૚૙ ࣐૝ 

1.789  4.981  0.500  12.41  4.492  12.91  
࢜૚ = −࢜૞ = ૙. ૚૙, 
࢜૛ = −࢜૝ = ૙.૙૞ 

	࢜૜ = ૙ 

−࢞૚ = ࢞૞ = ૛૙.૚ૠ૙ૠ 
−࢞૛ = ࢞૝ = ૚૙ 

	࢞૜ = ૙ 
܌ܐܛ − ࣐૝  

5  

-5.0 1.5 0.5 12.5 5.0 13.0 
࢜૚ = −࢜૞ = ૙.૙૞	 
࢜૛ = −࢜૝ = ૙. ૙૛૞ 

	࢜૜ = ૙ 

−࢞૚ = ࢞૞ = ૛ૡ.૚ૢ૛ૢ	 
−࢞૛ = ࢞૝ = ૚૝ 

	࢞૜ = ૙ 
࣐૝ 

 هاي بیشتر از سرعت حدي کینک ودر سرعت
هاي کینک پس از برخورد بدون ایجاد حالتآنتی

روند و از هاي فرار به بینهایت میتشدیدي و یا پنجره

ناپذیري  ي انتگرالهااین جهات، رفتار مشابهی در مدل
یاتی مانند این دست وجود دارد. هرچند در جزی از

ها، سرعت اولیه مورد نیاز براي مقادیر چگالی انرژي
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