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Introduction 
The non-uniform flow in a prismatic channel with gradual changes in the free water surface level 
is called the gradually varied flow (GVF). Calculation of the GVF profiles over the last century 
has become a significant topic for the researchers in the relevant fields.  To obtain this profile, the 
nonlinear ordinary differential equation of the GVF needs to be solved. This can be carried out 
either numerically or analytically. Although several studies have been conducted on the GVF in 
open channels in various forms (Jan & Chen, 2013; Vatankhah, 2010, 2015; Homayoon & Abedini, 
2019), the number of semi-analytical studies in the field of gradual variable flow in trapezoidal and 
triangular channels is limited, which requires further investigation. In this research, the Adomian 
Decomposition Method (ADM) is used to find a semi-analytical solution for solving the GVF 
equation in the triangular and trapezoidal prismatic channels. In this method, the Manning equation 
is used as the resistance equation. Moreover, for the aim of verifying the semi-analytical solutions, 
the ADM results are compared with the finite difference method (FDM). The presented semi-
analytical solutions in this paper can be used to validate other numerical methods in similar studies. 
 

Methods 
Obtaining a GVF profile is a crucial issue in the field of hydraulic engineering which can be 

obtained by solving the GVF equation. In the present study, the ADM (Adomian, 1986) is used as 
a semi-analytical method for the solution of this equation and then the GVF profile is plotted by 
the ADM result. For this purpose, the triangular and trapezoidal channels with the Manning 
equation as the resistance equation are investigated. The ADM is a semi-analytical method for 
solving nonlinear ordinary and partial differential equations. The ADM does not require any 
linearization of the GVF equation and can be used very simply for solving the nonlinear equation. 
 
Results and discussion 

The semi-analytic solutions presented in this paper are investigated by applied examples at the 
triangular and trapezoidal channels. In addition, for the verification of the semi-analytical solutions, 
the ADM results are compared with the finite difference method (FDM). Fig. (1A) shows the GVF 
profile for the six-term approximation of the ADM at the triangular channel. As shown, the ADM 
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profile is in good agreement with the FDM profile, which indicates high accuracy of the semi-
analytic method. Also, Fig. (1B) shows the GVF profile for the six-term approximation of the ADM 
at the trapezoidal channel. As seen, the ADM profile is exactly coincident with the FDM profile 
and it shows that the ADM has very high accuracy for the GVF profile in this channel. 
 
 

(A)                                                                   (B) 
Fig. 1- Comparison of the ADM and FDM profiles in A) The triangular channel B)  

The trapezoidal channel 
Conclusion 

In this paper, the semi-analytical solutions using the ADM are presented for the triangular and 
trapezoidal channels. The results of the GVF profile in the applied examples have been presented 
for the four-, five- and six-term approximation of the ADM. For the verification of the semi-
analytical solutions, these profiles have been compared with the FDM profiles. It has been 
concluded that the six-term approximation of the ADM are in good agreement with the FDM 
results. Therefore, these semi-analytical solutions in this research can be used for obtaining the 
GVF profile in the triangular and trapezoidal channels. Furthermore, the ADM method proposes a 
solution of the GVF equation as a continuous function, while the numerical method presents the 
water depth values in a discontinuous manner along the channel. 
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روش  به کمک یاي و مثلثهاي ذوزنقهدر کانال یجیتدر ریمتغ انیجر لیدست آوردن پروفبه

  تجزیه آدومین تحلیلینیمه
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 25/8/1398پذیرش:     20/8/1398 بازنگري:  13/3/1398 دریافت:

  چکیده
ب در تن عمق آها، امري بسیار مهم است زیرا طراحی ابعاد کانال نیازمند دانستدریجی در کانال ریمتغ هايي پروفیل جریانمحاسبه

؛ تا عمق معادله دیفرانسیل جریان متغیر تدریجی حل شودباید  آوردن این پروفیل دستبهمنظور . بهاست جریان متغیر تدریجی
یا  (Adomian Decomposition Method)اده از روش تجزیه آدومین در این مقاله با استفجریان در طول کانال مشخص شود. 

ADM ج شده است. نتای هارایاي هاي منشوري مثلثی و ذوزنقهتحلیلی براي حل معادله جریان متغیر تدریجی در کانالیک حل نیمه
هاي لبراي چند مثال در کانا FDM یا (Finite Difference Method)تحلیلی با نتایج روش عددي تفاضل محدود هاي نیمهاین حل

ود ش جمله موج، پنج جمله و شچهار جملهکه ابتدا نتایج پروفیل براي سه تقریب طوريهباي مقایسه گردیده است. مثلثی و ذوزنقه
محدود  لاز روش عددي تفاض آمدهدستبهاست و سپس نتایج هر تقریب با نتایج پروفیل  شده هارایدر روش آدومین در هر کانال 

صد که درطوريهب دهدمیروش تفاضل محدود نشان  هايپروفیلروش آدومین تطابق خوبی را با  هايپروفیلمقایسه شده است. 
انال پروفیل جریان متغیر تدریجی روي شیب ملایم از روش آدومین تقریب شش جمله با روش تفاضل محدود در ک حداکثرخطاي 
 هايکانالر دچنین دو مثال نیز از پروفیل جریان متغیر تدریجی . همباشدمیدرصد  02/0 ايقهذوزندرصد و در کانال  51/0مثلثی 

مله و جدر این حالت نیز میان روش آدومین تقریب شش  حداکثراست. درصد خطاي  شده هارایبراي شیب تند  ايذوزنقهمثلثی و 
   .باشدمیدرصد  22/0 اينقهذوزدرصد و در کانال  11/0روش تفاضل محدود براي کانال مثلثی 

  

  .ADM معادله دیفرانسیل معمولی، روش ،تفاضل محدودروش  ،کانال ،عمق جریان ها:واژهکلید
  

  مقدمه
 راتییبا تغ يکانال منشور کیغیریکنواخت در  انیجر

 دهینام یجیمتغیر تدر انیدر ارتفاع سطح آزاد آب، جر یجیتدر
در  کیدرولیه یم مهندسهاي مهشود. تقریباً تمام فعالیتیم

 لیي عمق پروفهاي باز، شامل محاسبهکانال انیجر ينهیزم
 ,Zaghloul and Anwar( شودمی یجیمتغیر تدر انیجر

 يبرا یجیمتغیر تدر انیسطح آب در جر لیپروف .)1991
از کارها  ياریدارد. در بس يادیز تیاهم یکیدرولیسازه ه نیمهندس

هاي ارتفاع آب در بخش قیي دقمحاسبه ،یو مشکلات عمل
متغیر  انیجر لیي پروفاست. محاسبه نیاز موردمختلف کانال 

روش  نیبوده است. ا یدر طول قرن گذشته موضوع مهم یجیتدر
عددي  هايروشانجام شود.  یلیتحل ای يصورت عددتواند بهمی

 اندشده هارای هاکانالکه براي حل معادله جریان متغیر تدریجی در 
باشند بدین معنی که فقط حل مسئله را حل ناپیوسته می ورتصبه

. به دهندمیه در طول کانال ارای بنديشبکهدر نقاط گره از یک 
از این منظر که یک  تحلیلینیمهو  تحلیلی  هايحلهمین دلیل 

ناپیوسته  هايحلدید بهتري براي جواب مسئله را نسبت به 

که، علاوه اینه. بباشندیم، بسیار مناسب دهندمیه عددي ارای
یک حل مرجع  عنوانبه توانندمی تحلیلینیمهتحلیلی و  هايحل
عددي و  هايروش هايالگوریتمکردن  آزمایش منظوربه

 یجیمتغیر تدر انیي جرمعادله قرار گیرند. استفادهمورد کدنویسی 
هاي شود.  در کانالاستفاده می يمنشورریهاي غعمدتاً در کانال

فرم  کیبه  یجیدرمتغیر ت انیي جربهتر است که معادله يشورمن
شده با استفاده از ي سادهسازي شود و سپس معادلهبعد سادهبدون

 شود بیترک يعدد ایتحلیلی نیمه ،یلیهاي تحلاز روش یکی
)Vatankhah, 2015(.   

 یجیمتغیر تدر انیجر ينهیدر زم يمتعدد هايعهمطالاگرچه 
ي ازجمله( شده است باز با اشکال مختلف انجامهاي در کانال

 ,Jan and Chen, 2013; Vatankhah, 2010a ;;هاآن
2011a،( هاي متغیر ي جریانتحلیلی در زمینهاما مطالعات نیمه

  .باشدمیاي و مثلثی محدود هاي ذوزنقهتدریجی در کانال
Vatankhah )2010b( کانال  يرا برا یلیهاي تحلحلراه

 Hager ه داد.یارا نگیبا استفاده از فرمول مان ضیعر یلیمستط
 یبیهاي تقرحلي راههیارا يهاي مختلف برااز تقریب )2010(
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. اي استفاده کرددر کانال دایره یجیي متغیر تدرمعادله  يبرا
Vatankhah )2011b( حل با استفاده از فرمول مانینگ یک راه

فیل جریان متغیر تدریجی در ي طول پروشبه تحلیلی براي محاسبه
ي که در این روش براي محاسبه ،اي استفاده کردهاي ذوزنقهلکانا

 Jan )(2014 شده است. از یک مرحله استفاده آبپروفیل سطح 
از انتگرال مستقیم و تابع هندسی  استفاده حل تحلیلی بااز یک راه

 د.هاي جریان متغیر تدریجی استفاده کرگاوسین براي پروفیل
Vatankhah )2015( ي جریان حل تحلیلی براي محاسبهراه

اي با استفاده از ضریب مانینگ هاي دایرهمتغیر تدریجی در کانال
 Qassim (2017) و Desatnikد. در تحقیق دیگري یه نموارا

ي جریان متغیر تدریجی حل تحلیلی دقیق براي محاسبهیک راه
ه کردند که به علت رایهاي باز اکانالبعدي در یکنواخت تک

 هاي دیگر مزیت دارد.سهولت محاسبات، این روش نسبت به روش
Homayoon و Abedini )2019( حل به فرم بسته یک راه

هاي متغیر هاي مستطیلی معمولی و مثلثی در جریانبراي کانال
ي پایداري) عنوان معادلهتدریجی با استفاده از فرمول مانینگ (به

مقطع استخراج کردند.  ي حاکمتقریبی در معادله گونههیچبدون 
 یکاربرد عمل ياریآب يجو ای يعنوان مادبه هنگام استفاده به یمثلث
هاي باز کانال ).Achour and Debabeche, 2003( دارد

و  يب شهرآروان ،ياریآب ،یزهکش يگسترده برا طوربه ،ايذوزنقه
   .)Das, 2007(شوند انتقال آب استفاده می

ر خصوص دهب تحلیلینیمهتحلیلی و یا  هايحله ارای حالبااین
 ت که دري اسدموار جمله از ايذوزنقهمثلثی و  هايکانال يزمینه

 است (با توجه به شده پرداختهتحقیقات قبل به آن کمتر 
ر نگ دو استفاده از معادله مانی هاآنخصوصیات هندسی پیچیده 

موجود نیز  هايحلکه توجه به اینچنین با انرژيِ). هم خطشیب
ه رایذا ازیادي در خود معادله حاکم هستند، ل هايسازيسادهشامل 

ب در ح آه پروفیل سطجدید براي ارای تحلیلینیمهتحلیلی و  حلراه
اند سازي که بتوو خطی سازيساده گونههیچبدون  هاکانالاین 

م بسیار مه ،قرار گیرد استفاده موردیک حل مرجع  عنوانبه
 هايلکاناتحلیلی موجود در تحقیقات قبل  هايحل. اکثر باشدمی

هم  و آن اندکردهو پارابولیک را بررسی  ايدایرهمستطیلی عریض، 
 و عمقدآوردن طول پروفیل در بین  دستبهدر خیلی موارد تنها 

 جمله از. اندکردهمشخص از آب در طول کانال را مطالعه 
 توانمی ،ايذوزنقهتحقیقات قبلی براي کانال ر دیگ هايسازيساده

است  شده گرفته ترعریضاشاره کرد عرض کف کانال  موارد زیربه 
به  کیشیب  مثلاًکناري کانال از اعداد صحیح  هايشیبو براي 

براي  چنین در اکثر تحقیقات گذشتهاست. هم شده استفاده دو،
ریان جطول پروفیل  وانتمی، تنها ايذوزنقهمثلثی و  هايکانال

  با عمق مشخص نقطه دومتغیر تدریجی را در بین 
معادله  دیگر عبارتبهه پروفیل و یا آورد و قادر به ارای دستبه 

  .  نیستسطح آب در طول کانال 
تجزیه آدومین  یلیشبه تحل ز روشا قیتحق نیدر ا      

(Adomian Decomposition Method)  یاADM يبرا 

 يهاي منشوردر کانال یجیمتغیر تدر انیجر لیپروف  يمحاسبه
روش تجزیه آدومین، جواب  شده است. استفاده یاي و مثلثذوزنقه

که در  دهدمیه غیرخطی را در شرایطی ارای هايمسئلهتحلیلی 
و یا  تغییري در معادله حاکم گونههیچیند حل مسئله شروع فرا

 یند حل،پس از انجام فرا و شودنمیسازي انجام و خطی سازيساده
حالی است که . این دردهدمیه جواب نهایی مسئله غیرخطی را ارای

یند یک فرا بایستیمی حتماً تحلیلینیمهتحلیلی و  هايروشدیگر 
ام دهند و سپس جواب نهایی را سازي را انجو خطی سازيساده

و بسیار  بینانهکاملاً واقع هايحل ADMه دهند. لذا از این نظر، ارای
و این از نقاط قوت بزرگ این  دهدمیه نزدیک به واقعیت را ارای
. باشدمی تحلیلینیمهتحلیلی و  هايروشروش نسبت به سایر 

نال (کانال با عرض براي هر ابعاد کا توانمیرا  ADM هايحل
 جمله ازعریض) و با هر شیب کناري کانال کف عریض و غیر

د. در نیز استفاده کر 5/1به  یک مثلاً صحیحغیراعداد  هايشیب
ه تابع واضح ریاضی عمق برحسب مقاله حاضر با توجه به ارای

در همه نقاط در  دیگر عبارتبهدر هر نقطه و یا  توانمیفاصله، 
آورد و مشخص کردن طول  دستبهطول کانال عمق آب را 

با عمق مشخص، تنها بخشی از حل  نقطه دوپروفیل در بین 
 شده هارای هايحل. باشدمیدر تحقیق حاضر  شده هارای تحلیلینیمه

بسیار سریع  هاسريکه این  باشندمیسري  صورتبهدر این روش 
 ،شوندمیعددي مقایسه  هايحلبا  زمانی کهو  شوندمیگرا هم

. این موضوع نیز شودمینمایش داده  خوبیبه هاآنگرایی مسئله هم
  ت.اس شده بررسیدر مقاله حاضر 

  

  هاروش مواد و
ز حای وهم تغیر تدریجی امري بسیار میافتن پروفیل جریان م      

ل با ح که این کار نیز باشدمیاهمیت در علم مهندسی هیدرولیک 
 عدديمت کارهايپذیر است. راهمعادله جریان متغیر تدریجی امکان

 یتحلیلیمهکار عددي، تحلیلی و نبراي حل این معادله اعم از راه
عنوان یک تحت ADM وجود دارد. در تحقیق حاضر از روش

 هتفاداس تحلیلی براي حل معادله و یافتن پروفیل جریانروش نیمه
 ودیفرانسیل معمولی براي حل معادلات شده است. این روش 

ر د شتریب و شودبرده می کاری، خطی و غیرخطی بهدیفرانسیل جزی
تعمیم بلقا Ito از انتگرال با استفاده زمان باهاي متغیر سیستم

کارگیري روش به نیا یاتیي حجنبه ).Adomian, 1986( است
بخش  ییگراهم يکه برا دباشمی آدومین هايايچندجمله

م کار را انجا نیا ستمیکردن س یغیرخطی معادله، بدون خط
 میمک لورن تعم يبه سر یاضیهاي رايچندجمله نیدهد. امی

 رلویت يپذیرتر از بسط سرروش انعطاف نیشوند که اداده می
  . باشدمی

  

  حاکم هايهمعادل 
  جریان متغیر تدریجی 

در هر بخش،  هیدرو استاتیکفشار  عیبا در نظر گرفتن توز      
مخصوص ثابت  (وزن زیکوچک، نفوذ هوا در آب ناچ یطول بیش
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 بعديیکسرعت در سرتاسر کانال، معادله  کنواختی عیتوز آب) و
 است ریصورت زبه يهاي باز منشوردر کانال یجیمتغیر تدر انیجر

)Subramanya 2009; Chow 1959,(: 
 

)1(  0 f
2

s - sdy
=

dx 1 - Fr
 

 

dy فاصله در امتداد کانال ، x ان،یعمق جر y در آن که
dx

 
 یطول بیش x ،0s ي تغییرات عمق جریان نسبت به مکاننحوه

ا اصطکاك ر بیش عدد فرود است. Fr اصطکاك و بیش fs کانال،
   دست آورد:به ریصورت زبه نگیي مانتوان توسط معادلهمی
 

)2(  
2 2

f 4
2 3

Q n
s =

A R

 

  
 n از کانال، يعبور یدب Q ان،یمساحت جر A در آنکه       
د فرو عدد .باشدمی یکیدرولیشعاع ه Rو  نگیمان يزبر بیضر
 زیر بیان شود: ورتصبهد توانمی

  

)3(  
2

2
3

Q T
Fr =

gA
 

  
 نیمشتاب گرانش ز g عرض سطح آزاد آب و T در آن که       

  .باشدمی
  
  ADMروش  توصیف کلی 

تواند طورکلی یک معادله دیفرانسیل معمولی غیرخطی میبه
    در فرم اولیه زیر نوشته شود:

  
)4(   F y = f  

  
ی یک عملگر دیفرانسیل غیرخط، F که در این معادله      
. باشدمی x نیز تابعی از y شود و خوداعمال می y که روي باشدمی
 )4( عادلهمباشد.  y و x تواند در حالت کلی تابعی ازیم  f چنینهم
  یات بیشتر نوشته شود:یتواند در فرم زیر با جزمی

  
)5(  Ly + Ry + Ny = f  

  
اعمال  y که روي باشدمییک عملگر خطی  L )5( ر معادلهد

d تواندمثال می عنوانبهشود می

dx
 یا 

2

2

d

dx
 و... باشد. در واقع 

L عنوان یک قسمت ازیک عملگر خطی به F 4( در معادله (
 ین معنی که، بدباشدمیپذیر نیز معکوس L کهطوريبه باشدمی

d مثال عنوانبه  Lاگر 
dx

تواند از آن عکس عمل باشد، می  
 x گیري نسبت بهقابل انتگرال مرتبهیکمشتق را انجام داد یعنی 

 مثال عنوانبه L و یا اگر باشدمی
2

2

d

dx
تواند این می ،باشد  

از آن عکس عمل مشتق یعنی  بار ودقابلیت را داشته باشد که 
یک عملگر خطی  R )5( در معادله شود. xگیري نسبت به انتگرال

اعمال  yروي ، F مانده قسمت خطیکه براي باقی باشدمی
 باشدمییک عملگر غیرخطی  )،5( در معادله N نهایتشود. در می

چه . اگر چنانباشدمی F هاي غیرخطیشامل فرم N یا به عبارتی

d  در مسئله N لگرعم

dx
باشد، اکنون با اعمال کردن معکوس   

 L که در اینجا )باشدمیگیري (همان انتگرال L-1 یا Lعملگر 

dعبارت است از

dx
   خواهیم داشت: )5در طرفین معادله (

  
)6(  -1 -1 -1 -1L Ly = L f - L Ry - L Ny  

  
گیري گیري همراه با ثابت انتگرالگرالکه انتجاییآن از

 گیري همان شرط اولیه مسئلهو این ثابت انتگرال باشدمی
واهیم خ )6ه (، بنابراین با اعمال شرط اولیه مسئله در معادلباشدمی

   داشت:
  

)7(    -1 -1 -1y = y 0 + L f - L Ry - L Ny  
  

   شود:ه میصورت زیر ارایبه y اکنون جواب نهایی براي
  

)8(  0 1 2
0

y n
n

y y y y




      

  
در  0y عنوانبه )7ي (دو ترم اول در سمت راست معادله

 Ny یدر این روش براي ترم غیرخط شود.) معرفی می8ي (معادله
  شود: صورت زیر استفاده می) از تقریب به7ي (در معادله

  

)9(   
0

n 0 1 n 0 1  Ny A y , y , , y A A
n





      

ف صورت زیر تعریهب  2A, 1A, 0A…, ضرایب )9ي (در معادله
  شوند:می
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)10(   0 0A = Ny y  
  

)11(   1 1 0
0

d
A = y Ny y

dy

 
 
 

 

  

)12(  
 

 

2 2 0
0

2 2
1

02
0

d
A = y Ny y

dy

y d
+ Ny y

2! dy

 
 
 
  
  

  

 

  

  
)13(  

 

 

 

3 3 0
0

2

1 2 02
0

3 3
1

03
0

d
A = y Ny y

dy

d
+ y y Ny y    

dy

y d
 + Ny y

3! dy

 
 
 
 
 
 
  
  

  

  

  
) و 9له (توان با در نظر گرفتن معادرا می )7( اکنون معادله

   صورت زیر نوشت:)، به8(
  

)14(  
n 0 n 0 n 0

-1 -1
n 0 n ny = y = y - L R y - L A

  

  
    

  
  شود:صورت زیر نوشته میبه 2y, 1y…, بنابراین

  
)15(  -1 -1

1 0 0y = -L Ry - L A  
  

)16(  -1 -1
2 1 1y = -L Ry - L A  

  
  نتایج و بحث

  GVFبر معادله  ADMسازي روش پیاده
 

) 1صورت معادله (به GVF که قبلاً گفته شد، معادله طورهمان    
مت ) با فر1اکنون با مقایسه کردن معادله ( د.وشمیبیان 
 ي) براي معادله5ي ()، پارامترهاي معادله5شده در معادله (نوشته
GVF صورت زیر خواهد شد:به  

  

)17(  0 f
2

s - sd
L = , R = 0, f = 0 , Ny = -

dx 1 - Fr
 

به شکل  GVF ياساس معادله) بر7و شکل جدید معادله (
  زیر خواهد شد: 

  
)18(    -1y= y 0 +L Ny  

  
ر دهمان مقدار عمق  y(0) ) مقدار18ي (اکنون در معادله

 2y, 1y…, ها براي. بنابراین جوابباشدمی =0x شرط مرزي براي
دست به GVF در مسئله R=0 ) با توجه به16) و (15در معادله (

صورت زیر تبدیل ) به14در معادله ( y آید و درنهایت مقدارمی
  :گرددمی

  
)19(  0 0 1y = y + A dx + A dx + …   

  
 رتیب برابرتهاي دوم، سوم، چهارم و... بهترم) 19ي (در معادله

1y 2 وy 3 وy باشندو ... می.  
  

  در کانال مثلثی GVFبراي پروفیل  ADMروش 
ین اشده در بخش قبلی، در مطابق روند ریاضی توضیح داده

در کانال مثلثی  GVF را براي معادله ADMقسمت روش 
اي مترهکه در بخش قبل پارا. با توجه به اینشودازي میسپیاده
) 1( مطابق با معادله، y)0f( نتیجه اند درشده تعریف ADM روش

ي برا، Chaudhry )2008از ( fs و 2Fr و جایگزینی پارامترهاي
  شود:صورت زیر تعریف میکانال مثلثی به

  

)20(   
 

 
 

2 2

0 4
3 220

02

0
2

0
32

0

Q n
s -

my
my

2 1 + mf y =  
Q 2my

1 -
g my

 
 
 

 
 
 
 

 

  
) براي تعریف 13) تا (10( هايمطابق معادله

0 1 2, , , ...A A A1اکنون 2 3, , , ...y y y صورت زیر تعریف نیز به
  شوند:می

  
)21(   ,  1 0 2 1 3 2y = A dx , y = A dx y = A dx  

 
1جا مقادیرلازم به ذکر است که در این 2 3, , , ...y y y نوشته 

آیند. در دست میبه A ها مطابق تعاریف ضرایب y اند و بقیهشده
 شده شتهنوبراي کانال مثلثی  3yنویسی تا جا به لحاظ خلاصهاین

 است:
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)22(  

1
2 2 3

0 4
3

2 40
02

1 2

2 5
0

2Q n 2
(s - )x

my
m y

1+ my =
2Q

1 -
m y g

 
 
   

 
 

)23(  

1
2 2 3

2
2 0 4

3
2 40

02

1
2 2 3

7
3

4 20
02

2

2 5
0

2Q n 2
y = ((s - )x

my
m y

1 + m

8 Q n 2
×

3

×

(

my
my 1 + m

1 + m
2Q

1 -
m y g

 
 
 

 
 
 

 

  

)24(  

1
2 2 3

4
3

2 50
02

2

2 5
0

1
2 2 3

2
0 4

3
2 40

02

22
2 6

02 5
0

2

2 5
0

8Q n 2

my
m y

1 + m+
2Q

1 -
m y g

2Q n 2
10(s - )Q

my
m y

1 + m- ))
2Q

1 - m y g
m y g

2Q
÷2 1 -

m y g

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

  

  

1
2 2 3

3
3 0 4

3
2 40

02

1
2 2 3

7
3

4 20
02

2

2 5
0

1
2 2 3

4
3

2 50
02

2

2 5
0

1
2 2 3

2
0 4

3
2 40

02

22
2 6

02 5
0

2Q n 2
y = ((s - )x

my
m y

1 + m

8 Q n 2
×

3
my

my 1 + m
1 + m

2Q
1 -

m y g

8Q n 2

my
m y

1 + m+
2Q

1 -
m y g

2Q n 2
10 s - Q

my
m y

1 + m- )
2Q

1 - m y g

×

m

(

y g

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
  
  

  
 
 
 

( )

2

2

22 5 2
0

2 5
0

1
2 2 3

2 3
0 4

3
2 40

02

1
2 2 3-56 Q n 2× 109

3my 4 20 y 1+m021+m
22Q1- 2 5m y g0

)

2Q 1 1
÷6 1 - + ×

m y g 6 2Q
1 -

m y g

2Q n 2
×((s - ) x

my
m y

1 + m

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
  
 

 
 

  
 
 

 
 
 

  

 



24 

 DOI:10.22055/jise.2019.29619.1847                                  ...انیجر لیپروف آوردن دستبه :و همکاران ظریف صنایعی

  

1
2 2 3

7
3

5 20
02

2

2 5
0

1
2 2 3

4
3

2 60
02

2

2 5
0

1
2 2 3

7
3

4 20
02

22
2 6

02 5
0

1
2 2 3

2
4
3

2 50
02

22
2

2 5
0

64 Q n 2×
3 my my 1 + m

1 + m
2Q1 -

m y g

40Q n 2

my m y
1+ m

2Q1 -
m y g

8 Q n 220( ×
3 my my 1 + m

1+ m-
2Q1 - m y g

m y g

8Q n 2 )Q
my m y

1 + m+
2Q1 - m

m y

-

g

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
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

6
0

1
2 2 3

4
0 4

3
2 40

0

22
4 12 2

02 5
0

1
2 2 3

0 4
3

2 40
02

22
2 7

02 5
0

2Q n 2
200(s - )Q

my
m y

21 + m+
2Q

1 - m y g
m y g

2Q n 2 260(s - )Q
my

m y
1 + m+ ))
2Q

1 - m y g
m y g

y g

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

  

  

ها، یک  y آمده برايدستمرحله با توجه به توابع به در این
در این  .شودمیه ارای GVF مثال در کانال مثلثی براي پروفیل

 شود که دبی عبوري از آنمثال یک کانال مثلثی در نظر گرفته می
)Q،( مترمکعب در ثانیه، ضریب زبري مانینگ چهار )n( ،015/0 ،

 5/1به یک ره کانال شیب کنا، 0s( ،001/0( شیب کف کانال
)5/1m= (در مسیر این کانال یک بند قرارگرفته است باشدمی .

رساند. مقدار عمق آب متر می 8/1 که عمق آب قبل از بند را به
همان مقدار شرط مرزي است و  متر) در واقع 8/1 قبل از بند (

 0y شده در بخش قبلی این مقدار همانطبق تعریف انجام
ي پارامترهاي هندسی ینی این مقدار و بقیه. با جایگزباشدمی

یا  3y, 2y, 1y…,  شده در بالا براي کانال مثلثی در جملاتتعریف
) 19کردن آن مطابق رابطه () و سپس جمع24) تا (22روابط (
 ADM اي روشجملهاي و ششجملهاي، پنجچهارجمله تقریب

  آید.دست میبه) 27) تا (25صورت روابط (به
 هار جمله:تقریب چ

 

)25(        -7 2

-10 3

y = 1.8 + 0.0008403413359x

+ 2.207184209 × 10 x

       - 2.116598708 × 10 x

 

  
  تقریب پنج جمله:

  

)26(  
-7 2

-10 3

-13 4

y = 1.8 + 0.0008403413359x

      + 2.207184209 ×10 x

     - 2.116598708 ×10 x

    +1.327558335 ×10 x

 

 
  تقریب شش جمله:

)27(  

-7 2

-10 3

y = 1.8 + 0.0008403413359x

      + 2.207184209 ×10 x

     - 2.116598708 ×10 x  
-13 4

-17 5

    +1.327558335 ×10 x

    - 1.646506084 ×10 x
 

  
را  y توان مقداردر این روابط می xاکنون با گذاشتن مقادیر 

که در آورد. با توجه به ایندست مشخص به x براي هر نقطه
نتیجه به سمت  ، درباشدمیبرابر صفر  x مقدار، =8/1y ينقطه

و این مقادیر در روابط  باشدمیمنفی  xبالادست جریان مقادیر 
 تحلیلیدقت نتایج روش نیمه شوند.) جایگزین می27) تا (25(

ADM ،4کوتا مرتبه با روش عددي تفاضل محدود رانگ 
)Chaudhry, 2008( پروفیل سپس شود.مقایسه می GVF  را

ترسیم  ADM در قبل از بند به سمت بالادست با استفاده از روش
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در  GVF را براي پروفیل ADM ) نتایج روش1. شکل (شودمی
هاي مختلف و مقایسه  با روش تفاضل کانال مثلثی براي تقریب

متر به  600در طول  )FDM )Numerical solution محدود یا
 Δx)، مقدار1دهد. در شکل (سمت بالادست جریان را نشان می

است.  شده متر انتخاب یکبرابر  FDM براي روش عددي
اي ) تقریب چهارجملهA-1شود شکل (که مشاهده می طورهمان

 دهد که در همین تقریب، نتایج عددي با نتایج روشرا نشان می
ADM اند  و بسیار وي یکدیگر منطبق شدهتا حدود زیادي ر

چنین با افزایش تقریب به پنج باشند. هممی قبولقابلمنطقی و 
) هم انطباق خوبی حاصل شد. در تقریب شش B-1جمله (شکل 
 ADM ) انطباق کامل روش عددي با روشC-1جمله (شکل 

- و هم ADM این نشان از دقت بالاي روش و شده است ایجاد
چنین هم ) دارد.27در رابطه ( y ریع جمع مقادیرگرایی سچنین هم

 )1(متر در جدول  100براي فواصل  هامقایسهنتایج مقداري این 
است. در این جدول، نتایج عمق آب برحسب متر براي  شده هارای

و در  (ADM) روش آدومین ايجملهششچهار، پنج و  هايتقریب
است.  شده هارایستون پنجم نتایج روش عددي تفاضل محدود 

، با افزایش جملات روش آدومین شودمیکه دیده  طورهمان
. کندمیاین روش با روش عددي تطابق بهتري را پیدا  هايجواب

 Relative Error (RE)خطا یا  در ستون ششم این جدول درصد
با نتایج روش عددي تفاضل  ADM میان تقریب شش جمله

زیر محاسبه  صورتبه RE است. مقدار شدهه باسحممحدود 
 :گرددمی

 

)28(  100ADM FDM

ADM

y y
RE =

y


  

 
در  RE، مقدار گرددمیمشاهده  )1( که در جدول طورهمان      

 51/0ار و حداکثر خطا به مقد باشدمیچند مورد برابر صفر درصد 
 در ADMو این نشان از دقت بالاي روش  شودمیدرصد محدود 

  دارد. محاسبه دقیق پروفیل سطح آب 
، مربوط به پروفیل گرددمیه ش ارایمثال دومی که در این بخ      

جریان متغیر تدریجی براي کانال مثلثی در روي شیب تند 
. اطلاعات و خصوصیات هندسی کانال در این مثال، از باشدمی

  است.  شده گرفته Szymkiewicz (2010)کتاب 
چهار ، )Q( از آنکه در این کانال مثلثی، دبی عبوري طوريهب

،  شیب کف n(، 01/0( مترمکعب در ثانیه، ضریب زبري مانینگ
. عمق باشدمی 5/1به  یک  ، شیب کناره کانال0s(، 005/0( کانال

که این همان مقدار  باشدمیمتر  9/0این کانال  دستپایینآب در 
0y  بر  ،با توجه به مشخصات این کانال .باشدمیدر روش آدومین

. با جایگزینی پارامترهاي گیردمیشکل  2Sند پروفیل روي شیب ت
) تا 22یا روابط ( 3y, 2y, 1y…,  این مثال همانند قبل در جملات

پروفیل سطح آب را براي تقریب شش جمله در  توانمی)، 24(
ه ارای )29رابطه ( صورتبهرا  شدهدادهحالت شیب تند براي کانال 

 داد:
  

)29(  

0.9 0.0006760440517
5 20.7670348098 10

8 37.843686592 10

10 48.510525603 10

11 51.005608040 10

y x

x

x

x

x

 

 

 

 

 

 

  
 فاضلوش تنمودار مربوط به این معادله همراه با مقایسه با ر

دست به بالادست متر از پایین 30) براي طول 2محدود در شکل (
 طور که در این شکل نیزشده است. همانکانال نشان داده 

یل تطابق خوبی را با پروف ADMپروفیل روش  گرددمشاهده می
ابراین دقت بالاي روش بن .دهدمی نشان FDMروش عددي  

ADM نین چهم باشد.در کانال با شیب تند نیز کاملاً مشهود می
نج پ) براي فواصل 2صورت جدول (نتایج کمیتی این نمودار به
) 2ل (طور که در جدوشده است. همانمتري در طول کانال ارایه 

 11/0یز در این حالت ن REشده است، حداکثر خطا یا  نمایش داده
ا در کانال ب ADMباشد و بنابراین دقت بالاي روش میدرصد 

 باشد.شیب تند نیز کاملاً مشهود می
 

  ايدر کانال ذوزنقه GVFبراي پروفیل  ADMروش 
هاي شده در بخشتوضیح داده ADM با توجه به روند روش

ود. سازي نمتوان پیادهاي میقبلی،  این روش را براي کانال ذوزنقه
شده براي نجام) و تعریف ا1با توجه به معادله ( yf)0(در ابتدا تابع 

از  fsو  Fr چنین جایگزینی پارامترهايو هم ADM روش
ف صورت زیر تعریاي بهي مانینگ براي کانال ذوزنقهمعادله

  شود:می
  

)30(  

 
 

  

    

1

)

0

2 2

0 4
3

20 0
0 02 2 2

0 0

2Q b+2my01- 3g b+my y0 0

f y =

Q n
(s -

b + my y
b + my y

b + 2 y + m y


 
 
  
 

 
  
 

 

  
هاي صورت زیر براي کانالنیز به y1y ,2 ,… چنینو هم

  آیند:دست میي بهاذوزنقه
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(A

)                                                                   (B) 
(C) 

Fig. 1- A comparison of numerical and semi-analytical methods in the triangular channel A) four 
terms approximation, B) five terms approximation, C) six terms approximation 

  لهجم 6 بی): تقرCجمله، ( 5 بی): تقرBجمله، ( 4 بی): تقرA( یدر کانال مثلث یلیو شبه تحل يروش عدد سهیمقا - 1شکل 
 

 روش مختلف هايتقریب براي ملایم شیب با مثلثی کانال از مختلف فواصل در) متر برحسب( جریان عمق محاسبه -1 جدول
ADM حل نتایج با مقایسه و FDM 

Table 1- A comparison between the values of flow depth computed by ADM and FDM methods in 
 different locations of triangular channel with mild slope   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
profile in the triangular channel with steep slope by the six terms ADM  2A comparison of S -Fig. 2

approximation and FDM methods 
  بر روي کانال مثلثی با شیب تند FDMبا تقریب شش جمله و  ADMدر دو روش  2Sمقایسه پروفیل -2شکل 

   

X (m) 
yADM (m) 

(four terms 
approximation) 

yADM (m) 
(five terms 

approximation) 

yADM (m) 
(six terms 

approximation) 
yFDM (m) 
Δx=1 m 

RE 
(%) 

-100 1.7184 1.7183 1.7183 1.7183 0 
-200 1.6425 1.6426 1.6426 1.6426 0 
-300 1.5735 1.5741 1.5743 1.5743 0 
-400 1.5127 1.5161 1.5159 1.5154 0.03 
-500 1.4615 1.4698 1.4691 1.4677 0.09 
-600 1.4210 1.4382 1.4378 1.4304 0.51 
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جریان (برحسب متر) در فواصل مختلف از کانال مثلثی با شیب تند براي تقریب شش جمله روش محاسبه عمق  -2جدول 
ADM  و مقایسه با نتایج حلFDM 

Table 2- A comparison between the values of flow depth computed by ADM and FDM methods in 
different locations of triangular channel with steep slope  
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X (m) yADM (m) yFDM (m) %RE 
-5 0.9036 0.9035 0.01 
-10 0.9076 0.9074 0.02 
-15 0.9122 0.9118 0.04 
-20 0.9174 0.9169 0.05 
-25 0.9234 0.9226 0.08 
-30 0.9303 0.9292 0.11 
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یه ن بقنویسی و با توجه به بزرگ بودجا به لحاظ خلاصهدر این
توجه  اند. بقیه جملات باشدهنوشته 2y و 1y جملات، فقط جملات

 کیز یآیند. در این مرحله ندست میبه تعاریف در بخش قبل به
در این  اي به شرح زیر ارایه شده است.همثال براي کانال ذوزنق
انیه، ثمترمکعب در  چهار، (Q) اي با دبیمثال یک کانال ذوزنقه
، )0S( ، شیب کف کانال015/0، )n( ضریب زبري مانینگ

بررسی  )=5/1m( 5/1شیب کناره کانال یک به ، 001/0
مق عشود. در مسیر این کانال یک بندي قرارگرفته است که می

ست آوردن درساند. اکنون هدف بهمتر می 2/1 بند را به آب قبل از
اده از از محل بند به سمت بالادست با استف GVF پروفیل جریان

چنین و هم 0y=8/1باشد. اکنون با قرار دادن می ADM روش
سپس  )  و32) و (31دیگر پارامترهاي هندسی بالا در روابط (

اي و جملهنجاي، پهاي چهارجملهها تقریبکردن آنجمع
صورت اي بهدر حالت کانال ذوزنقه ADM اي روشجملهشش

 گردد.) ارایه می35) و (34)، (33روابط (
 

  تقریب چهار جمله:
  

)33(  

-3

-7 2

-10 3

y = 1.2+0.9242351909×10 x

+1.175404116×10 x

-1.427257080×10 x

 

  
  تقریب پنج جمله:

  

)34(  

-3

-7 2

-10 3

-13 4

y = 1.2+0.9242351909×10 x

     +1.175404116×10 x

     - 1.427257080×10 x

     +1.442378003×10 x

 

  
  تقریب شش جمله:

 
  -3y = 1.2 + 0.9242351909 ×10 x  

)35(  

-7 2

-10 3

-13 4

-16 5

+1.175404116 ×10 x

-1.427257080 ×10 x

+1.442378003 ×10 x

-1.198772926 ×10 x  

 

با  x( از صفر به سمت بالادست جریان x با قرار دادن مقادیر
توان پروفیل سطح آب را ) می37) تا (35( علامت منفی)، در روابط

چنین هاي مختلف ترسیم کرد. هماي در تقریببراي کانال ذوزنقه
اضل با روش تف ADMتحلیلی در اینجا نیز دقت نتایج روش نیمه

 شود. مقدار گام مکانی یاکوتا مرتبه چهار مقایسه میمحدود رانگ
Δx در روش FDM برابر با Δx = 1 (m)شده  در نظر گرفته

کانال  GVF براي پروفیل ADM ) نتایج روش3است. در شکل (
 FDM روش چنین مقایسه باهاي مختلف و هماي با تقریبذوزنقه

شده متر به سمت بالادست جریان نمایش داده  600در یک طول 
 ADM اي روش) که تقریب چهارجملهA-3در شکل ( است.

شده است تا حدود زیادي با نتایج روش نمایش داده  )35(رابطه 
 ADM دهد که روشتطابق دارد. این نشان می FDM عددي

تواند براي دقیق میصورت بسیار اي بهحتی در تقریب چهارجمله
دست آوردن عمق آب در نقاط مختلف و به GVF ترسیم پروفیل

کانال، مورد استفاده قرار گیرد. با افزایش تقریب به پنج جمله 
) و B-3 بهتر شده است (شکل ADM )، تقریب36(رابطه 
دقیقاً  ADM )، تقریب37تقریب شش جمله (رابطه  با درنهایت

پروفیل سطح آب ) C-3(شکل مطابق  FDMمثل روش عددي  
 توان روشدست آورده است. بنابراین میرا به سمت بالادست به

ADM  را با موفقیت براي ترسیم پروفیل سطح آب در کانال
چنین نتایج مقداري این هم اي نیز مورد استفاده قرار داد.ذوزنقه
شده است. ) ارایه 3متر در جدول ( 100ها براي فواصل مقایسه
شود، نتایج عمق آب طور که در این جدول مشاهده میهمان

اي روش جملههاي چهار، پنج و ششبرحسب متر براي تقریب
شده  و نتایج روش عددي تفاضل محدود ارایه (ADM) آدومین

شود، با افزایش جملات روش طور که مشاهده میاست. همان
 هاي این روش با روش عددي تطابق بهتري پیداآدومین جواب

 Relative Error در ستون ششم این جدول درصد خطا یاکند. می

(RE) میان تقریب شش جمله ADM  با نتایج روش عددي
طور که در این جدول شده است. همانتفاضل محدود محاسبه 

به  ADMy گردد با افزایش جملات روش آدومین مقدارمشاهده می
مورد برابر صفر  در چند RE مقدار گردد.تر مینزدیک FDMy مقدار

درصد محدود  02/0باشد و حداکثر خطا در این حالت به مقدار می
با موفقیت براي تعیین  ADM روش توان ازشود و لذا میمی

در ادامه یک  اي استفاده کرد. پروفیل سطح آب در کانال ذوزنقه
اي که روي شیب مثال از جریان متغیر تدریجی براي کانال ذوزنقه

  شده است. گردد ارایهیتند ایجاد م
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 (B)                                                                                         (A)   
  
  
  
  
  

  
  

                                                                                                                                              (C)  
 

Fig. 3- A comparison of numerical and semi-analytical methods in the trapezoidal channel A) four 
terms approximation, B) five terms approximation, C) six terms approximation 

 6): تقریب Cجمله، ( 5): تقریب Bجمله، ( 4): تقریب A(اي، مقایسه روش عددي و شبه تحلیلی در کانال ذوزنقه - 3شکل 
 جمله
  

هاي مختلف اي با شیب ملایم براي تقریبمحاسبه عمق جریان (برحسب متر) در فواصل مختلف از کانال ذوزنقه -3جدول 
 FDMو مقایسه با نتایج حل  ADMروش 

Table 3- A comparison between the values of flow depth computed by ADM and FDM methods in 
different locations of trapezoidal channel with mild slope 

X (m) 
yADM (m) 
(four terms 

approximation)  

yADM (m) 
(five terms 

approximation) 

yADM (m) 
(six terms 

approximation) 

yFDM 
(m) 

Δx=1 m 
 

RE (%) 

-100 1.1089 1.1089 1.1089 1.1089 0 
-200 1.0210 1.0212 1.0213 1.0213 0 
-300 0.9372 0.9383 0.9386 0.9385 0.01 
-400 0.8582 0.8619 0.8632 0.8632 0 
-500 0.7851 0.7941 0.7979 0.7981 0.02 
-600 0.7186 0.7373 0.7466 0.7465 0.01 

  
  
  
  
  
  
  

  
l channel with steep slope by the six terms ADM profile in the trapezoida 2A comparison of S -Fig. 4

approximation and FDM methods  
  اي با شیب تندبر روي کانال ذوزنقه FDMبا تقریب شش جمله و  ADMدر دو روش  2Sمقایسه پروفیل  - 4شکل 
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راي تقریب شش جمله اي با شیب تند بمحاسبه عمق جریان (برحسب متر) در فواصل مختلف از کانال ذوزنقه -4جدول 
  FDMو مقایسه با نتایج حل  ADMروش 

Table 4- A comparison between the values of flow depth computed by ADM and FDM methods in 
different locations of trapezoidal channel with steep slope  

  
  
  
  
  
  
  

شده  برگرفته Szymkiewicz (2010) این مثال از کتاب
، )Q( دبی عبوري از آناست. در این مثال، دبی آب در کانال 

یب ش، n(، 01/0( چهار مترمکعب در ثانیه، ضریب زبري مانینگ
باشد می 5/1شیب کناره کانال یک به  ،٠/٠٠۵، )0s( کف کانال

مقدار عمق آب در  باشد.میمتر  5/3و عرض کف کانال 
باشد که این مقدار همان شرط متر می 35/0دست پایین

با توجه باشد. در روش آدومین می 0yمرزي معادله حاکم و یا 
شکل  2Sبه مشخصات این کانال، بر روي شیب تند پروفیل 

  تجملا در گیرد. با جایگزینی پارامترهاي این مثال همانند قبلمی
,…3y, 2y, 1y  ) ح آب را توان پروفیل سط)، می34) تا (32یا روابط

 ايهذوزنقبراي تقریب شش جمله در حالت شیب تند براي کانال 
 صورت زیر ارایه داد:شده را بهداده

  

)36(  

30.35 0.5500838585 10

5 20.8826128045 10

7 31.213638815 10
9 41.711390448 10
11 52.602332954 10

y x

x

x

x

x

  

 

 


 


 

 

  
نمودار مربوط به این معادله همراه با مقایسه با روش تفاضل 

 دست به بالادستمتر از پایین 20) براي طول 4محدود در شکل (
طور که در این شکل نیز شده است. همانکانال نشان داده 

تطابق خوبی با پروفیل  ADMگردد پروفیل روش مشاهده می
 کمیتی این چنین نتایجدهد. همنشان می FDMروش عددي 

)  براي فواصل چهار متري در طول 4صورت جدول (نمودار به
 22/0در این حالت نیز  REشده است. حداکثر خطا یا  کانال ارایه
در  ADM ) و بنابراین دقت بالاي روش4باشد (جدول درصد می

نمودار  باشد.قبول  میاي با شیب تند نیز کاملاً قابلکانال ذوزنقه
معادله همراه با مقایسه با روش تفاضل محدود در مربوط به این 

کانال  دست به بالادستمتر از پایین 20) براي طول 4شکل (
طور که در این شکل نیز مشاهده همان شده است.نشان داده 

تطابق خوبی با پروفیل روش عددي  ADMگردد پروفیل روش می
FDM صورت چنین نتایج کمیتی این نمودار بهدهد. همنشان می

شده  )  براي فواصل چهار متري در طول کانال ارایه4جدول (
باشد درصد می22/0در این حالت نیز  REاست. حداکثر خطا یا 

اي در کانال ذوزنقه ADM ) و بنابراین دقت بالاي روش4(جدول 
  باشدقبول  میبا شیب تند نیز کاملاً قابل

  
  گیرينتیجه

دست منظور بهبه ADM در این مقاله روش شبه تحلیلی
د اي مورهآوردن و ترسیم پروفیل سطح آب در کانال مثلثی و ذوزنق

 یک استفاده قرار گرفت. بدین معنی که براي پروفیل سطح آب
در  اصلهن فعمق ارایه گردید که با قرار داد-معادله برحسب  فاصله

نتایج  رد.این معادله بتوان عمق را در فاصله موردنظر به دست آو
 FDM با نتایج روش عددي ADM شده از روشدلات ارایه معا

 نیز ملهجمقایسه گردید و مشاهده گردید که در همان تقریب چهار 
از  فادهاي با استنتایج پروفیل سطح آب در  کانال مثلثی و ذوزنقه

مطابقت بسیار خوبی با نتایج روش  ADM تحلیلیروش شبه
 تحلیلیروش نیمه دارد. با افزایش تقریب جملات FDM عددي
ADM  مشاهده گردید که نتایج تطابق بسیار بهتري نسبت

که در تقریب طوريتقریب جملات کمتر خواهند داشت، بهبه
در کانال مثلثی  FDM و روش عددي ADM اي روشجملهشش

ه به شوند. با توجدیگر منطبق میاي کاملاً بر روي یکو ذوزنقه
صورت یک تابع رانسیل را بهحل معادله دیف ADMکه روش این

در  صورت ناپیوستهروش عددي مقادیر عمق آب را به وپیوسته 
ت ب جملاشده براي تقرید، لذا توابع ارایه ندهطول کانال ارایه می

یر سا سنجیمنظور صحتتوانند بهاي میدر کانال مثلثی و ذوزنقه
  هاي عددي مورد استفاده قرار گیرند.روش

  

  تقدیر و تشکر
دانند تا از امکاناتی که دانشگاه محققین بر خود لازم می

شهرکرد در جهت انجام تحقیق در اختیارشان قرار داده است، 
  تقدیر و تشکر نمایند.

 

X (m) yADM (m) yFDM (m) %RE 
-4 0.3522 0.3523 0.02 
-8 0.3548 0.3550 0.05 

-12 0.3578 0.3581 0.08 
-16 0.3611 0.3619 0.22 
-20 0.3658 0.3651 0.19 
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