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 ذکر منبع آزاد است.باز نشر این مقاله با 

 باشد.می المللیبین 4,0مجوز کریتیو کامنز تخصیص این مقاله تحت  

   اي دو بعدي اسپینیستاره ۀشبک ۀهاي پایتنیدگی حالتدرهم ۀمحاسب

  2 مجتبی جعفرپور، *،1صغرا قنواتی
  ، ایرانامیدیه گروه فیزیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد امیدیه ، 1

  ، ایران، اهوازاهواز شهید چمران دانشگاهعلوم،  ةگروه فیزیک، دانشکد2،1
  13/12/1396پذیرش:    09/10/1396: ینهائ یرایشو   13/06/1396دریافت: 

  دهیچک
ی و چندتایتنیدگی دوتایی کیوبیتی، در حضور میدان مغناطیسی محاسبه و درهم 6اي هاي پایۀ شبکۀ ستارهحالت پژوهشدر این 

 آن هايمتعمی و والاش-مِیر ،دوتاییتنیدگی درهمعنوان سنجشگر به کانکرنس تنیدگیدرهم هايسنجه از استفاده با هاحالت این
 توصیف و ارائه آن براي تنیدگیدرهم جامع ساختارِ  یک و است شده تحلیل و ، بررسیچندتاییتنیدگی درهمعنوان سنجشگر به

ی کند؛ بدین معنهاي پایه عمل میعنوان عامل تنظیم کنندة حالتبه ایم که میدان مغناطیسی خارجیهمچنین نشان داده .است شده
و  ها انتخابسازد. تشخیص این حالتي بین این دو را از هم متمایز میهاتنیده گلوبال و حالتهاي پایۀ جداپذیر، درهمکه حالت
  . سازدها را در فرآیندهاي گوناگون اطلاعات کوآنتومی آسان میکاربرد آن

 شبکۀ دو بعدي اسپینی ،تنیدگیدرهم، حالت پایه واژگان:دیکل

  مقدمه
 واسپینی هاي یک بعدي در زنجیرهتنیدگی مطالعۀ درهم   

ر دلیل کاربردهاي گوناگون دچند بعدي اسپینی، به هايشبکه
-1[محاسبات و اطلاعات کوآنتومی حائز اهمیت است  ۀزمین

هاي با بیش از دو زیر تنیدگی در سیستم]. بررسی درهم5
ز هاي دو بخشی است و هنوتر از سیستمبخش، بسیار وسیع

باز در نظریۀ اطلاعات کوآنتومی باقی  ۀعنوان یک مسئلبه
هاي دو بعدي کوآنتومی یکی از ]. سیستم6-10مانده است [

تنیدة چند بخشی مهم هستند. در زمینۀ هاي درهمحالت
تنیدگی در دو بُعد در دهۀ اخیر مطالعاتی انجام درهم
بات با ظهور اطلاعات و محاس]. 11-18[ استشده

رند اند که قادوجود آمدهلفی بهمخت هايتکنولوژي کوآنتومی،
با  هدشکنترل طوربه ها راهر عضوي از یک آرایه از کیوبیت

از  رغیهبابراین بن. ]19-20د [اندرکنش دهن هر عضو دیگر
هاي مرسوم، ساختارهاي دیگري از اسپین ايهبکهش

                                                        
  m.ghanavati45@yahoo.com نویسنده مسئول: *

الب، ج اختاریک س ،تاندرکنشی مورد توجه قرار گرفته اس
پین ک اساي است. در این ساختار، یساختار اسپینی ستاره

 ۀشود و با هممرکزي نامیده می پیندارد کـه اس ودارجح وج
هاي غیر مرکزي که هاي دیگر اندرکنش دارد. اسپیناسپین
با  شوند، مستقیماً هیچ اندرکنشینامیده می بیرونی هاياسپین

فته کار راي بههاي ستارهاین ساختار مشابه شبکههم ندارند. 
است با این وجود  )ICT( فناوري ارتباطات و اطلاعات در

هاي کوآنتومی آن تنیدگی و همبستگیدرهم ةدربار
در این  ].22-21[ هاي اندکی صورت گرفته استپژوهش

ی با اي اسپینپایۀ یک شبکۀ ستاره هايپژوهش ابتدا حالت
و با استفاده از  آوریمدست میهب راxx مدل کوآنتومی 

اي هوالاش و تعمیم-مِیر تنیدگی کانکرنس،درهمهاي سنجه
تنیدگی دوتایی و چندتایی را براي این ، مقادیر درهمآن

کۀ شببراي را تنیدگی ها محاسبه و ساختارِ جامع درهمحالت
صورت این مقاله به کنیم.و توصیف می ارائه ايستاره

mailto:m.ghanavati45@yahoo.com
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هامیلتونی شبکۀ دو بعدي و  2است. در بخشزیرتنظیم شده
م. در کنیسنجشگر دوتایی کانکرنس را معرفی می 3بخش در

 گی دوتایی در حالت پایه را بررسیتنیددرهم 4بخش
مطالعه و  5را در بخش چندتاییتنیدگی . درهمخواهیم کرد
بندي نتایج حاصل جمع 6کنیم. سرانجام در بخشبررسی می

  . خواهند شد

  اي دو بعدي اسپینی هامیلتونی مدل ستاره
ها این مدل یک کیوبیت در مرکز و بقیۀ کیوبیتدر    
اند، و تنها کیوبیت فاصلۀ معین از آن قرار گرفتهبه

 ].21-22[کنش دارد ها برهممرکزي با دیگر کیوبیت
  صورت زیر است:هامیلتونی این مدل به
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کنش اسپین مرکزي با ضریب برهم Jکه در آن
 ،هاي کناري (بیرونی) استاسپین  عملگر پائولی

بالابر و  0بر است. عملگر پائولی پایین   0و  
تحت  1مربوط به اسپین مرکزي هستند. مطابق شکل

نی هامیلتونی ناورداست، از هاي بیروتعویض کیوبیت
  می باشد.دارا سیستم تقارن زیادي  رو این

  
  اي اسپینیشبکۀ ستاره .1شکل

                                                        
 1 W.K. Wootters 

  کانکرنس  
] در 23[ 1توسط ووترز 1377/1998این سنجه در سال 

ی، یا کیوبیتهاي دوحالت خالص و آمیخته براي سیستم
دو جزء از یک سیستم چند کیوبیتی، با ماتریس چگالی

 صورت زیر معرفی شد:به  

1 2 3 4( ) (0, )C Max                2 

  هاiکه درآن 

 1 2 3 4       

ویژه مقادیر (ماتریس چگالی اسپین وارون) زیر 
  هستند:

*( ) ( )R y y y y                          3 

مزدوج  *ماتریس پائولی و  yمؤلفۀ yکه در آن 

01، 00 هايدر پایه مختلط ماتریس چگالی 

)است. مقدار 11و  10 ، )C   بین صفر و یک
 تنیدگیرهمدبراي حالتی با بیشترین مقدار  ،کندتغییر می

  برابر یک و براي حالت جداپذیر برابر صفر است.

   تنیدگی در حالت پایهدرهم
راي بشدگی برابر اي با ضریب جفتترکیب ستاره   

دلیل ناوردا بودن تحت تبادل هر دو بهها، همۀ کیوبیت
تی راحهو ببیرونی، خواص تقارنی زیادي دارد اسپین 

در این باشد. قابل حل می xxمدل  1تحت هامیلتونی
اي شش کیوبیتی را در نظر قسمت ترکیب ستاره

ضریب  سببرح گیریم. حالت پایۀ آن رامی
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زیر  صورتبه Bو میدان مغناطیسی Jشدگیجفت
آوریم. انرژي حالت پایه در چهار محدودة دست میبه

  صورت زیر است:متفاوت به
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ا رع هامیلتونی نظیر توابهر محدودة بالا، ویژه براي
  کنیم.شکل زیر محاسبه میبه
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بردارهاي سیستم در شود ویژهطور که مشاهده میهمان
مغناطیسی کنش و میدان حالت پایه به ضریب برهم

بستگی ندارند. البته در هر محدودة انرژي، حالت پایۀ 
  سیستم متفاوت است.

هاي پایۀ سیستم خالص هستند، ماتریس چون حالت
س آوریم. سپدست میچگالی سیستم را به سهولت به

با رد گرفتن بر روي چهار کیوبیت از شش کیوبیت همۀ 
ا ر بین دو کیوبیتیافته هاي چگالی کاهشماتریس

 3و  2هايبا توجه به رابطهآوریم. سرانجام دست میبه
در این حالت پانزده مقدار کنیم. کانکرنس را محاسبه می

آید که مطابق زیر آنها را دست میتنیدگی بهدرهم
  کنیم:بندي میگروه

12 13 14 15 16C C C C C     

23 24 25 26 34 35C C C C C C       

36 45 46 56     C C C C     

تنیدگی بین کیوبیت مرکزي و دیگر گروه اول درهم
ن تنیدگی بیدهد و گروه دوم درهمها را نشان میکیوبیت
دهد. مقادیر حاصل از هاي بیرونی را نشان میکیوبیت

  است.  نشان داده شده 1محاسبات بالا در جدول



  شبکۀ...             صغرا قنواتی و مجتبی جعفرپور ۀهاي پایتنیدگی حالتدرهم ۀمحاسب                           138

 تنیدگی دوتایی آناي و درهمحالت پایۀ شبکۀ ستاره .1جدول
  هاحالت
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1 2C
 

0 447/0  22/0  0/2 

2 3C 0 2/0  2/0 0/2 

  
شود که سیستم ، ملاحظه می1هاي جدولبا بررسی داده

کاملاً جداپذیر است، اما در حالت 1در حالت 

2 را دارد. تنیدگی دو جزیی بیشینۀ درهم
کیوبیت مرکزي و هر یک از  تنیدگی بیندرهم

2هاي بیرونی در محدودة کیوبیت 2
5 2 2 5
B B

J


  

2مقدار را دارد. در محدودة  بیشینۀ
5
BJ   هر دو نوع

صفر هستند. در بازة  23Cو  12Cتنیدگی درهم
2

5
B

J  ت هاي بیرونی ثابتنیدگی بین کیوبیتدرهم
  ندارد. Jو  Bاست و بستگی به مقدار 

  تنیدگی چند جزیی درهم
یک سنجۀ  1والاش-مِیر 1380/2001در سال   

 هاي چند جزئی خالصتنیدگی براي سیستمدرهم
این سنجه  2برنن 1382/2003در سال ].6معرفی کرد [

تنیدگی چندتایی نشان داد که درهم را بررسی کرد و
اساس این سنجه تابعی یکنوا است. سنجۀ گلوبال بر

  ]:24شود [می والاش با رابطۀ زیر بیان-میِر
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1 D.A Meyer and N.R Wallach 
2 G.K. Brennen 

امین  kماتریس چگالی کاهش یافتۀ  kکه در آن 
). ها استبقیۀ کیوبیتکیوبیت، با ردگیري روي  )Q  

ین براي حالتی با بیشتر ري بین صفر و یک است،مقدا
تنیدگی برابر یک و براي حالت جداپذیر مقدار درهم
  است.برابر صفر 

تنیدگی یک سنجۀ درهم 2004/ 1383در سال 3اسکات
  ]، 8صورت زیر معرفی کرد [سیستم چند جزئی را به

  
1

2 21
2 1

mN
Q Trm mmm Sm




 


       
          13 

کیوبیت  mماتریس چگالی کاهش یافتۀmکه درآن
بعد از رد گرفتن روي  Sهاي زیر سیستماز کیوبیت

1mازاءِ ها است. بهبقیۀ کیوبیت   به رابطۀ اسکات
ه کنیم کشود. یادآوري میمی والاش تبدیل-رابطۀ میِر

هاي چند جزئی خالص سنجۀ اسکات براي حالت
Nو  mQاست.تعریف شده mQ   مستقل نیستند، براي

]زوج، تعدادN کیوبیتی باN هر حالت خالص ]
2

N 

]1فرد تعدادN و براي ]
2

N تنیدگی، سنجۀ درهم

mQ .مستقل وجود دارد  

به دو مجموعۀ  کیوبیتی را Nاگر هر حالت خالص 
s با m کیوبیت وs باn کنیم، کیوبیت تقسیم
N طوریکهبه n m  تنیدگیباشد، در نتیجه درهم 

شود گیري میبا سنجۀ زیر اندازه n با mبین بلوکۀ 
]24.[  
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کیوبیت  m کاهش یافته ماتریس چگالیmکه درآن
بعد از رد گرفتن روي  S هاي زیر سیستماز کیوبیت

 
3 A.J. Scott 
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m,ها است. مقدار هربقیۀ کیوبیت n  بین صفر تا یک
کیوبیتی،  Nاست. پس براي هر حالت خالص

12شامل Sمجموعۀ 1N   تنیدگی سنجۀ درهم
که  Rتنیدگیمستقل است. همچنین سنجۀ درهم

m,میانگین هندسی nصورت زیر هاي مستقل است، به
  است: تعریف شده
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R تنیدگی گلوبال است و اگر و نیز یک سنجۀ درهم
m,فقط اگر حداقل یکی از n  ،صفر باشدR  صفر

یک حالت چندجزئی بر  شود. یعنی در صورتیمی
تنیده است که همۀ اجزاي آن با درهم Rاساس سنجۀ 

  تنیده باشند.  هم درهم
توان ماتریس هاي ما خالص هستند میاز آنجا که حالت

  دست آورد: صورت زیربهچگالی را براي هر حالت به

                                      16                                 

 12تنیدگی گلوبال از رابطۀدست آوردن درهمبراي به
را  6,5,4,3,2,1 کنیم، ابتدااستفاده می

سپس . آوریمدست میها بهبقیۀ کیوبیت با ردگیري روي
به صورت زیر محاسبهتنیدگی گلوبال سیستم را درهم

  کنیم.می

2 2 2
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)براي چهار حالت پایه  )Q  کنیم، که را محاسبه می
  اند.نتایج درج شده 2در جدول

)چون )Q  ر تنیدگی زیتوانایی تشخیص درهم
تنیدگی درهمها را ندارد، براي بررسی سیستم

 راي اینکنیم. بها از سنجۀ اسکات استفاده میسیستمزیر

 mبا s توان به دو مجموعهکار سیستم مورد نظر را می
Nبا sکیوبیت و m وجه با ت ،کیوبیت تقسیم کرد

هاي ه دستهرا ببه اینکه سیستم ما شش کیوبیتی است، آن
یک و پنج تایی، دو و چهارتایی و سه و سه کیوبیتی 

بررسی ها را تنیدگی دستهدرهمبندي کرده و دسته
1دانیم که می 13با توجه به رابطۀکنیم. می ( )Q Q  

را محاسبه  3Qو  2Qاست، در نتیجه فقط لازم است که 
یی هاي چگالی دوتااین منظور ابتدا همۀ ماتریسکنیم. به

  آوریم: دست میسیستم را به

12 , 13 , 14 , 15 , 16 ,
23

 , 

24 , 25 26 , 34 , 35 , 36 , 

45 , 46 , 56  
18                                     

  عنوان مثال داریم: به

12 3 4 5 6( ( ( ( ))))Tr Tr Tr Tr                    19 

  آوریم:دست میصورت زیر بهبهرا  2Qسپس 

12 56

2 2
2

4

45
[(1 ( )) ... (1 ( ))]Q Tr Tr          20                                                       

داده  11 تا 8هايکه در رابطه هاي پایهبراي حالت
 2نتایج در جدول ،کنیمرا محاسبه می 2Qاند، شده
  است. آمده

هاي ابتدا ماتریس چگالی دسته 3Qبراي محاسبۀ 
  کنیم:تایی را محاسبه میسه

124123 125 126 134 135 136, , , , , , ,        

 145 146 156 234 235 236 245, , , , , , ,        
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246 256 345 346 356 456, , , , ,                       21 

  داریم:  13رابطۀدر نتیجه از 

123 456

2 2
3 35

2[(1 ( )) ... (1 ( ))]Q Tr Tr                22 

 2در جدولهاي پایه براي حالت 3Qنتایج محاسبۀ 
ل هاي مستقتنیدگی بلوكبراي سنجش درهماست. آمده

 هايماتریسابتدا  .کنیماستفاده می 14رابطۀ از سنجۀ
ه به با توج ، سپسآوریمدست میسیستم را بهچگالی

 پارامتر  13 ،دست آمدهبههاي چگالی ماتریس
  کنیم.محاسبه می را مستقل

2
1 12(1 T )r(                                      23 

  بنا به تقارن داریم:

2
2

6 5 4 3 2 2(1 Tr[ ])                          24 

: همچنین  

15
24

16 15 14 13 12 3 (1 [ ])Tr                   25 

  :براینعلاوه

2
26 25 24 23 23

4 (1 [ ])
3

Tr          

56 46 45 36 35 34                 26 

پردازیم، در نتیجه میتایی هاي سه محاسبۀ هباینک  
  داریم:

2
123 123

8 (1 T )( )r
7

   

124123 125 126 134            

135 136 145 146 156                     27 

با هم  دلیل تقارن همهشود باز هم بهچنانکه دیده می
  برابرند.  

 تنیدگی گلوبالاي و درهمحالت پایۀ شبکۀ ستاره .2جدول
  هاحالت آن

Rang
e 2

5
BJ

 
2 2

5 2 2 5
B BJ 


 

2 2
2 2 5 3 2 2

B BJ 
 

 

2
3 2 2

BJ

 

groun
d 
State 1  2 3 4 

1  0  1 1  1 

2  0  360/0  840/0  1  

12  0  640/0  720/0  0/747 

23
 0  

427/0  720/0  0/747 

123

 0  
480/0  634/0  0/674 

Q  0  470/0  860/0  1 

2Q
 0  

497/0  724/0  0/747 

3Q
 0  

480/0  634/0  0/674 

R  
0  473/0  718/0  0/765 

  داریم: ،کنیمرا محاسبه می Rاینک سنجۀ 

 
1
31

1 2 156........R                         28  

  .انددرج شده 2در جدول Rمقادیر 

که در شود ، ملاحظه می2هاي جدولبا بررسی داده
.شودتنیدگی گلوبال صفر میهاي بزرگ درهممیدان

4 ال تنیدگی گلوبیک حالت پایۀ با بیشینۀ درهم
ضریب  با افزایش یابیم کهمیهمچنین در است.
 شود.تنیدگی بیشتر میمیزان درهم ،کنشبرهم
تأثیر اسپین مرکزي بر یابیم که میدر اینبرعلاوه
ها تنیدگی حالت سیستم بیشتر از دیگر اسپیندرهم
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تایی ههاي دوتایی و سوقتی که سیستم را به بلوك است.
رکزي لوبال اسپین متنیدگی گکنیم، درهمبندي میدسته

سپین تنیدگی گلوبال هر ابیشتر از درهم هابا دیگر اسپین
  با اسپین کناري است. 

  بررسیبحث و 

، کیوبیتی چندیک سیستم حالت پایۀ هامیلتونی  یافتن   
نظریۀ  و چگال از مسائل مهم در فیزیک مادةیکی 

در این پژوهش . ]26-25[ اطلاعات کوآنتومی است
مقادیر متفاوت ازاء را به ايشبکۀ ستارهحالت پایۀ 
 کنش، میدان مغناطیسی و رابطۀ بین آنهاضریب برهم

دهد نشان می 2و1هايآوریم. بررسی جدولدست میبه
اي که تم، محدودهمیدان خارجی به سیسکه با اعمال 

اي که حالت کاملاً جداپذیر است از محدوده حالت پایه
 شود.تنیدگی را دارد، کاملاً مشخص میپایه بیشینۀ درهم

برحسب میدان  23Cو  12Cنمودار  3و2هايدر شکل
م رسکنش شبکه ازاء مقادیر متفاوت ضریب برهمبه

   است.شده

یابیم در می 3و  2هاي و شکل 2و1هايولجدبا توجه به
تنیدگی دو جزئی و همهایی با شدت بالا درکه در میدان

ی صفر است. همچنین نشان داده شده است چند جزئ
کنش شبکه، دامنه که با افزایش ضریب برهم

  یابد.تنیدگی افزایش میدرهم

      

  

  
J,ازاء به Bحسببر ايمدل ستاره 12C .2شکل 1 3.  

تنیدگی دو جزیی را دارد بیشینۀ درهم  2حالت پایۀ 
یدگی تندرهم یک حالت پایۀ با بیشینۀ 4که در حالی

تنیدگی دو جزیی بین همه گلوبال است و درهم
دگی در تنییعنی توزیع درهم ،هاي آن برابر استکیوبیت
ستگی بها و به موقعیت کیوبیت یکنواخت است آن کاملاً

  .ندارد

  گیرينتیجه
ور کیوبیتی در حض 6ايهاي پایۀ شبکۀ ستارهحالت   

تنیدگی دوتایی و میدان مغناطیسی محاسبه و درهم
است. شدهها درحالت پایه بررسی و تحلیل چندتایی آن

عنوان عامل براین، میدان مغناطیسی خارجی را بهعلاوه
هاي ایم و حالتکار بردههاي پایه بهتنظیم کنندة حالت

ینۀ هاي با بیشپایۀ جداپذیر، درهم تنیده و حالت
ا ب .ایمتنیدگی را براي این شبکه مشخص نمودهدرهم

-مِیر تنیدگی کانکرنس،هاي درهماستفاده از سنجه
تنیدگی دوتایی و ، مقادیر درهمهاي آنوالاش و تعمیم

هاي پایۀ سیستم محاسبه و یک چندتایی براي حالت
تنیدگی براي آن ارائه و توصیف ساختارِ جامع درهم

اصل از این تحقیق در بررسی گذار نتایج حاست. شده
فاز کوآنتومی، در فیزیک مادة چگال و در اطلاعات و 

  محاسبات کوآنتومی کاربرد دارد.
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J,ازاءبه Bحسببر ايمدل ستاره 23C .3شکل 1 3.  
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Calculating the ground state entanglement of a two-
dimensional spin star lattice 
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Abstract 

In this study, the ground states of a 6-qubit star lattice are studied in the presence of a magnetic 
field. In addition, their bipartite and multipartite entanglements are obtained, using concurrence 
as a measure of bipartite entanglement and Meyer–Wallach measure and its generalizations as the 
measures of multipartite entanglement. Also, a comprehensive structure of their entanglement is 
presented and described. It is shown that the external magnetic field is a tuning agent that 
determines the separable ground states, the global entangled states and the states between them. 
Determination of these states helps to choose the required ones for different quantum information 
processes. 

Keywords: Ground state, Entanglement, Two-dimensional spin lattice 
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