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 باز نشر این مقاله با ذکر منبع آزاد است.

 باشد.می المللیبین 4,0مجوز کریتیو کامنز تخصیص این مقاله تحت  

روش بدون المان زمان سه بعدي بهشرودینگر وابسته به ۀتحلیل معادل
  گالرکین محلی-پتروف

   2آرستهزهرا ، ،2اکبر آبادي شجاعی فریده ،1محمودآباديد محمد جوا
   ، ایراندانشکده مکانیک، دانشگاه صنعتی، سیرجان 1

 ، ایرانکرمان، کرمانباهنر دیدانشگاه شهدانشکده فیزیک،  2

  03/02/1397پذیرش:    26/11/1396: ینهائ یرایشو   03/05/1396دریافت: 
  دهیچک

شکل  ۀر پایبگالرکین محلی -روش بدون المان پتروفبعدي، بهزمان در فضاي سهشرودینگر وابسته به ۀدر این مقاله، تحلیل معادل
له تابع پ در روش مورد نظر، استفادههمچنین تابع آزمون مورد  ارائه شده است.و تقریب حداقل مربعات متحرك  ضعیف محلی

ند که این وشطور منظم پخش میبه استصورت مکعبی کلی که به دامنۀسر اي در سرتاشود. نقاط گرههویساید در نظر گرفته می
دلیل به د.نباششکل مکعبی میهاي محلی نیز بهزیر دامنه .گیرندرهاي مرزي و داخلی مورد استفاده قرار مینقاط براي تقریب متغی

تقریب  ناشی از تکنیک ضریب جریمه ،اساسی براي اعمال شرایط مرزي شودب حداقل مربعات متحرك استفاده میکه از تقریاین
MLS ،ازي عبارت زمانی ساز روش تفاضل متناهی پیشرو براي گسستهکار رفته است. هب که فاقد خاصیت تابع دلتاي کرونکر بوده

 ر موفقیت این روشبیانگ عددي حالتدر چند  هاي دقیق،، مقایسۀ نتایج حاصل با جوابعلاوههب است.استفاده شده  در معادلات
  زمان در فضاي سه بعدي است.در تحلیل معادلۀ شرودینگر وابسته به

حداقل  ریبشکل ضعیف، تق ،گالرکین محلی -سه بعدي، بدون المان پتروففضاي زمان، وابسته به شرودینگر ۀمعادل :واژگاندیکل
مربعات متحرك

  مقدمه
 رییتغ یاست که چگونگ يامعادله نگر،یشرود ۀمعادل   

کند. یم فیرا توص یکیزیف ستمیس کی کوآنتومیحالت 
است که بر اساس  یاضیموج ر ۀمعادل کیمعادله  نیا

موج پاسخ داده شده است. معادله  يهاحرکت
 کیطور گسترده در مکانبه یخطریو غ یخط نگریشرود

 رهیا و غپلاسم کیزیف ،یزلزله شناس ک،یاپت ،آنتومیکو
ي لیل براهاي عددي تجزیه و تحروش شود.یاستفاده م

طور خطی شرودینگر بهخطی و غیر ۀهر دو معادل
 لومع ۀهم در امروزه گسترده بررسی شده است. تقریباً 

 هک بوده ناپذیراجتناب امري عددي هايروش از استفاده

                                                        
 مسئول سندهینو: .ac.iruk@fshojaei 

 محدود، المان محدود، تفاضل ايهروش راستا این در
 محققین توسط بارها مرزي هايالمان و محدود حجم
 قرار استفاده مورد حاکم معادلات عددي حل براي

 همگی هاروش این ساختار که آنجا از .]1[ اندگرفته
 در هاآن از استفاده است دامنه بنديشبکه به وابسته
 هزینهپر و مشکل بسیار ةپیچید ۀهندس با مسائل تحلیل
 مسائل، سازيشبیه در هاروش این از یک هر. است

 خاصی مشکلات داراي زمان با متغیر مرزهاي مخصوصاً 
 بنديشبکه به نیاز زمانی گام هر در کهطوريبه باشندمی

 براي فراوان وقت صرف مستلزم امر این و بوده مجدد
. است یمحاسبات هزینه رفتن بالا نتیجه در و شبکه ایجاد

 جودو نیز میدان متغیرهاي نگاشت به نیاز ،اینبرلاوه ع
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 دقت کاهش و اضافی محاسبات به منجر که دارد
 فراوانی توجه اخیر هايسال در رواین از .شودمی
  است. شده شبکه بدون هايروشبه

 هايروش از جدیدي ۀدست شبکه، بدون هايروش
 مسائل عددي حل در را خود توانایی که هستند عددي

  ]2[.اندداده نشان خوبیبه
 اب میدان متغیر تقریب ها،آن تمامی مشترك ویژگی
 ازنی بدون لهئمس دامنه در گره مجموعه یک از استفاده

 رب ،هاروش این. است شده تعریف پیش از شبکه به
 ردنک حداقل چگونگی و شکل توابع تعریف نوع اساس
) ضعیف شکل یا و قوي شکل( تقریب توابع

ه هاي بدون شبکاولیه روش ایدة .شوندمی ديبنتقسیم
سازي روش هیدرودینامیک ذرات هموار براي مدلبه

 1977گردد که در سال میهاي فیزیک نجومی برپدیده
. تحقیقات بر روي ]3[توسط گینگلد و مناقات ارائه شد 

 با ارائه صورت جدي اولین بارهاي بدون المان بهروش
ویلان توزات نایرولز در  ۀیلوسروش المان گسترده به

 ۀشبک بدون هايروش از .]4[ آغاز شد 1992سال 
روش بدون المان پتروف گالرکین توان بهواقعی می

خطی و اشاره کرد که براي حل مسائل مرزي محلی 
 براي که این روش، ].5[ است غیرخطی بسط داده شده

 عددي گیريانتگرال نیز و میدان متغیر تقریب
بندي هشبک به نیازي، رودکار میهب ،سیستم ايهماتریس

 ،روش این در در واقع ندارد. حتی از نوع پس زمینه
 کل روي بر ضعیف فرم در معادلات ارضاي جايهب

 دامنه لک روي بر گیريانتگرال به منجر که لهئمس ،دامنه
 حول محلی هايدامنه روي بر شود، معادلاتمی میدان

 بر مینهزپس شبکه به نیازي لذا شوند،می نوشته گره هر
هاي انجام شده از جملۀ پژوهش نیست. دامنه کل روي

برادران و  توان به کار، میبعدي در فضاي دو
دو بعدي مربوط به  مسئله اشاره نمود که محمودآبادي

روش بدون شبکه انتقال حرارت پایا را با استفاده از 

باترا و ]. 6[ اندکردهتحلیل  گالرکین محلی-پتروف
همکاران تحلیل دو بعدي ضربه به جامدات را انجام 

وش بدون شبکه دهقان و میرزایی از ر .]7[ اندداده
 گالرکین محلی براي حل عددي معادلۀ-پتروف

 .]8[اند شرودینگر غیرخطی دو بعدي استفاده کرده
 لیگالرکین مح-اینکه استفاده از روش پتروفرغم علی

گی دلیل پیچیدبهي سه بعدي در فضابراي حل معادلات 
تداخل زیر  دامنه مسئله در سه بعد و مخصوصاً 

مرزها مشکلات زیادي دارد افرادي  هاي محلی بادامنه
برادران و  اند.هایی در فضاي سه بعدي داشتهپژوهش

دو بعدي مربوط به انتقال حرارت  مسئله محمودآبادي
لرکین اگ-پتروف ۀروش بدون شبکپایا را با استفاده از 

 شیوانیان معادلۀ موج غیر. ]9[ اندتحلیل کرده محلی
 این در . ]10[ خطی را در سه بعد تحلیل کرده است

ن در زماشرودینگر وابسته به ۀمعادل حل منظوربه قالهم
 ینگالرک-پتروف شبکهبی روش از فضاي سه بعدي،

متحرك  مربعات حداقل تقریب روش بر پایۀمحلی 
هاي محلی کلی و زیردامنه ۀامند .است استفاده شده

شکل مکعب در نظر گرفته شده است. تابع آزمون به
ه از دلیل اینکبه .باشدمورد نظر تابع پله هویساید می

راي بشود میتقریب حداقل مربعات متحرك استفاده 
اعمال شرایط مرزي اساسی تکنیک ضریب جریمه 

از روش تفاضل متناهی پیشرو براي کار رفته و هب
استفاده شده  سازي عبارت زمانی در معادلاتگسسته

 نتایج ،حالت متفاوتالب چند قنهایت در  در .است
 مقایسه دقیق حل نتایج با روش این از آمده دستهب

  خواهند شد.

  حداقل مربعات متحرك بیتقر
-روش پتروف سازي معادلات دیفرانسیل درگسسته   

 داقلح تقریب از استفاده با توانرا می گالرکین محلی
 چند از متشکل این تقریب داد.انجام  متحرك مربعات
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 یک و ايجمله چند هايپایه وزن، تابع قبیل از ءجز
 در گره هر براي وزن تابع. باشدمی ضرایب سري

 ود شومی تعریف ثیرأت دامنه یک بررسی مورد ةمحدود
 . اگرباشد متغیر یا و ثابت هاگره تمامی براي تواندمی
 XU مورد  یک تابع تغییرات میدانی در محدودة

 باشد، تقریب بررسی  XU  در نقطهX  با XU h 
 در حداقل مربعات متحرك بیتقرشود. نشان داده می

   صورتتابع میدانی به با ابتدا

 1                      XaXpXaXpXU T
j

m

j
j

h    

 مختصه مورد نظر، Xکه در آن شود.بیان می Xp 
 اي،هاي چند جملهپایه Xa ضرایب Xp و m تعداد

هاي تشکیل دهنده ايتک جمله Xp طور به باشد.می
مثال  Xp و Xa صورتبه  

   ]1 ZYXXpT                                       2  

     )}()(10 XaXaXaXa m                          3  

X، د. در هر نقطه مورد بررسینشوارائه می Xa j
 

شود تا باقی مانده وزنی نرماي انتخاب میگونهبه
2L  را
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              4  

که در آن  حداقل سازد. IXXW ،تابع وزن n  تعداد
 آن در کهXههمسایهاي گره  0 IXXW و Iu

 J است. با گرفتن مشتق اول ام I ةاي در گرپارامتر گره
 نسبت به Xa j

 ،4براي حداقل کردن معادلۀ  Xa 
   صورتبه

     XAUXBXa s
1                                      5 

  شکل به Uو  A,B گردد. که در آنارائه می
       I

T
I

n

I
I XpXpXWXA                           6 

      )]()()()( 1211 nn XpXWXpXWXpXWXB 

                                                                         7 

 1uU s  T
nuu ....2

                                            8 
تابع وزن مورد استفاده در  ،مقالهدر این  شوند.بیان می

 تابع وزن اسپلاین استحداقل مربعات متحرك  بیتقر
  :]3[ که عبارت است از

9  

       2 3 41 6 / 8 / 3 / 0
0

d r d r d r d rW XI r d

      


 IXاز گره  X ۀنقط ۀفاصل dهمسایگی و  شعاع rکه 
، 1ۀدر رابط 5ۀرابط يگذاريبا جا باشد.می X]  تابع

  رتصوبه گالرکین محلی-پتروف روش در شکل روش
         jIj

m

j
I XBXAXPX 1                   10 

  .شودبیان می

  کل ضعیف محلیحاکم و ش ۀدلمعا
 کیتوسط  یمورد بررس ۀدامن روش مورد نظر،در    

 نییتع شیارتباط از پ چیها که با هم همجموعه از گره
  .شودیم تعیینندارند  ياشده

  حاکم ۀعادلم

i

 



tZYXB
ZYXt

,,,

2

2

2

2

2

2














































                 12 

  با شرط مرزي اساسی
1  ،  on    

qu                                           13 
  شرط مرزي طبیعی
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X zyx 

















  ،  

qt                  14 

  اولیه شرطو 

0)0(                                                         15 
  شود.در نظر گرفته می

 زمان یک قلمروشرودینگر وابسته به ۀبراي حل معادل
Γ௧با مرز سه بعدي  ∪ Γ௨   شودمیگرفته در نظر 
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مرز قلمرو، کل قلمرو حل، که در آن  ).1شکل(
u  ،مرز شامل شرایط مرزي اساسی

t  مرز شامل
شامل ناحیه  qi باشد.می ،شرایط مرزي طبیعی

هیچ گونه  که بوده گیري در داخل ناحیه حلانتگرال
همچنین. اشتراکی با مرز ناحیه حل ندارد

qu  شامل
شامل  بخشگیري و لانتگرا دامنهمشترك بین مرز  ۀناحی

 این، برعلاوه  است. شرایط مرزي اساسی
qt  شامل

 قسمتگیري و لانتگرا ۀدامنمشترك بین مرز  ۀناحی
 در این مقاله شامل شرایط مرزي طبیعی است.

q  زیر
  در نظر گرفته شده است. ي یک گرهبرا مکعبی ۀدامن
  

  
  

 . دامنه محاسباتی1شکل
 ،15تا12در روابط که ZYX ,, تابع موج مجهول 

.است
xn و

y
n و zn  بردارهاي نرمال عمود بر ناحیه

Tt( عدد موهومی، 1iگیري، انتگرال 0( T

توابع مختلطی باشند. براي  توانندمی gو B، زمان نهایی
W در تابع وزن 12ۀدست آوردن شکل ضعیف، معادلهب

محلی انتگرالی ین روي ناحیه و از طرف شدهضرب 
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 شود.انتگرال گرفته می
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       16 

انتگرال  ، یک16ۀتوجه شود که انتگرال دوم در معادل
 اضافه خطی است که براي اعمال شرایط مرزي اساسی

که توابع شکل حداقل دلیل اینبه شده است. در واقع
ن گالرکی-شبکه پتروفمربعات متحرك در روش بی

راي ب محلی فاقد خاصیت تابع دلتاي کرونکر هستند،
تکنیک ضریب جریمه  اعمال شرایط مرزي اساسی

در این مقاله ضریب جریمه  علاوهبهکار رفته است. به
1010 .16رابطۀاگر از  در نظر گرفته شده است 

  صورت به 16رابطۀ گرفته شود، ءبه جز ءانتگرال جز
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17  
  .دشویم یسیبازنو

وان تبا استفاده از تقریب حداقل مربعات متحرك می
  رابطه:

j

m

j
j 



ˆ
1

                                                   18 

ˆکه در آن ،را نوشت
j  ،مقدار تابع موج در نقاط 

مرز  يکه داخل و رو (X,Y)دلخواه ۀمقدار تابع در نقط
توابع شکل در  ها߮و  قرار دارد یانتگرال هیناح
محل نقطه به یبستگ mو مقدار هستند  (X,Y)ۀنقط

(X,Y) دارد. 

 زيسااز روش تفاضل متناهی پیشرو براي گسسته
  استفاده شده است. 17عبارت زمانی در معادلات
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  شکل توان بهرا می 17ۀرابط
FK ̂                                                             20 



  55                                                   1397، تابستان 17، شمارة8ي، دورةاذرهبسهاي مجلۀ پژوهش سیستم   

nnماتریس ضرایب  Kدر آنکه  ،ارائه کرد ،̂  بردار
 ۀرابط باشد.می 1nبردار ستونی 1n،Fمجهولات

K  وF شکلتوان بهرا می:           
21
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  باشد. کل ناحیه حل می هاگره ۀهمتعداد  n نوشت و

 اول حالت
 شرط اولیه با اعمال  17ۀ، معادلحالتدر این 

  
ZYX

iZYX
coshcoshcosh

0,,,                   23 

  و شرایط مرزي اساسی
24  
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      و  
 4tanh2tanh2tanh2 222  ZYXB        25 

  ها با حل دقیقتحلیل و جواب
 

ZYX
ititZYX

coshcoshcosh
exp),,,(                26 

هاي زمانی ذکر شده بازه حالت. درشودمقایسه می
تعداد  ،3،1t و 5 حل مدت زمان، 1/0tصورت به

شعاع  و 05/00r شعاع ناحیه هر گره، 125n هاگره

 3و  2هاياند. شکلتعریف شده ،1rهمسایگی 
ست دهترتیب مقادیر حقیقی و موهومی تابع موج ببه

هاي را با جواب یگالرکین محل-روش پتروفآمده از 
  کند.دقیق مربوطه مقایسه می

 

 
   =5/0Xنمودار مقدار حقیقی تابع موج در راستاي  .2شکل

قسمت حقیقی معادله است، که مربوط به 2در شکل
شود که نمودارهاي دقیق با نمودارهایی که مشاهده می

 5و 1،3کین محلی در سه زمان گالر-از روش پتروف
ثانیه 1تطابق خوبی دارند. در اند دست آمدههب ثانیه

ثانیه به بعد نمودار 3باشد از شکل صعودي مینمودار به
  کند.آرامی صورت نزولی پیدا میبه

مت موهومی معادله است، که مربوط به قس 3در شکل
شود که نمودارهاي دقیق با نمودارهایی که مشاهده می

 5و 1،3کین محلی در سه زمان گالر-از روش پتروف
  اند تطابق خوبی دارند. دست آمدههب ثانیه
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   X=5/0نمودار مقدار موهومی تابع موج در راستاي  .3شکل

 دوم حالت
  با اعمال شرط اولیه  17ۀ، معادلحالتدر این    
27                      ZYXiZYX sinsinsin0,,,   

  و شرایط مرزي اساسی

٢٨          

0 0,
0 0,
sin sin1 sin 1,
sin1 sin sin 1,

0 0,
sin sin sin1 1.

X
Y

i X Z Y
i Y Z X

Z
i X Y Z


 
 
 
 




  

  و
4B                                                         29 

  ها با حل دقیقحلیل و جوابت
  )exp(sinsinsin,,, itZYXitZYX                30 

  . شودمقایسه می
01/0صورت هاي زمانی بهذکر شده بازه در حالت

t  ،3،1 و 5 حل مدت زمانt هاتعداد گره ،ثانیه 
125n ،01/0 یه هر گرهشعاع ناح0r ، شعاع

 5و  4هاي شکل اند.، تعریف شده=9/0r همسایگی
ست دهترتیب مقادیر حقیقی و موهومی تابع موج ببه

هاي را با جواب گالرکین محلی-روش پتروفآمده از 
  کند.وطه مقایسه میدقیق مرب

قسمت حقیقی معادله است، که مربوط به 4در شکل
شود که نمودارهاي دقیق با نمودارهایی که مشاهده می

 5 و 3،1کین محلی در سه زمان گالر-از روش پتروف
ثانیه 1اند تطابق خوبی دارند. در دست آمدههب ثانیه

باشد. از یک ثانیه به بعد شکل نزولی مینمودار به
 ودارها وضعیت صعودي دارند.نم

 
   =5/0Zنمودار مقدار حقیقی تابع موج در راستاي  .4شکل

قسمت موهومی معادله است، که مربوط به 5در شکل
شود که نمودارهاي دقیق با نمودارهایی که مشاهده می

 5 و 3،1کین محلی در سه زمان گالر-از روش پتروف
ثانیه 1در  اند تطابق خوبی دارند.دست آمدههب ثانیه

 اً هایی مثلباشد. در یک زمانشکل صعودي مینمودار به
د هایی بعشکل نزولی دارد و در یک زمان ثانیه نمودار 3

  د.کناز سه ثانیه دوباره نمودار شکل صعودي پیدا می
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  =5/0Zنمودار مقدار موهومی تابع موج در راستاي  .5شکل

 سوم حالت
 شرط اولیه  با اعمال 17ۀ، معادلحالت در این

   )exp(0,,, ZYXZYX                            31  

  و شرایط مرزي اساسی

32       

exp( ) 0,
exp( ) 0,
exp( 1 ) 1,
exp( 1 ) 1,
exp( ) 0,
exp( 1) 1.

i it Y Z X
i it X Z Y
i it X Z Y
i it Y Z X
i it Y X Z
i it X Y Z

  
   
    
    
   


   
 و

 2B                                                            33 
  ها با حل دقیقتحلیل و جواب

  itZYX ,,, )exp( ZYXit                    34 

هاي زمانی ذکر شده بازه حالتشود. در مقایسه می
تعداد  ،3،1t و 5 حل مدت زمان، 1.0tصورت به

05.00 هر گره ۀشعاع ناحی، 125n هاگره r ، شعاع

 7و  6هاياند. شکلتعریف شده، 9.0r همسایگی
ست دهترتیب مقادیر حقیقی و موهومی تابع موج ببه

را با  گالرکین محلی-روش پتروفآمده از روش 
  کند.هاي دقیق مربوطه مقایسه میجواب

  
 Y=5/0. نمودار مقدار حقیقی تابع موج در راستاي 6شکل

قسمت حقیقی معادله است، که مربوط به 6در شکل
شود که نمودارهاي دقیق با نمودارهایی که مشاهده می

 5و 3،1 گالرکین محلی در سه زمان-از روش پتروف
 اند تطابق خوبی دارند. دست آمدههب ثانیه

 
  Y=5/0. نمودار مقدار موهومی تابع موج در راستاي 7شکل

معادله است، قسمت موهومی که مربوط به 7در شکل
شود که نمودارهاي دقیق با نمودارهایی که مشاهده می

 5و 3،1کین محلی در سه زمان گالر-از روش پتروف
 اند تطابق خوبی دارند. دست آمدههب ثانیه
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  گیرينتیجه
 نیگالرک-روش بدون شبکه پتروف از قالهم نیدر ا   

معادله شرودینگر وابسته به زمان در حل  يبرا یمحل
هاي زیردامنهدامنه کلی و  .استفاده شد بعدي سهفضاي 

در نظر گرفته شد تابع آزمون شکل مکعب محلی به
ب که از تقریدلیل اینبه مورد نظر تابع پله هویساید،

براي اعمال شرایط  شدحداقل مربعات متحرك استفاده 
ز ا .کار رفتهمرزي اساسی تکنیک ضریب جریمه ب

بارت سازي عي گسستهروش تفاضل متناهی پیشرو برا
 در از طریق رسم نمودار .استفاده شد زمانی در معادلات

با  حل تقریبی جینتامقایسه با و  ذکر شده حالتچند 
ثانیه  5 و3،1هاي شود که در زمانمشاهده می حل دقیق

 نیاز ا بعوات يدست آمده برابه ریمقاد نیتطابق خوب ب
 يت بالاموضوع نشان دهنده دق نیدو روش بود که ا

  است. گالرکین محلی-روش پتروف
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Analysis of the Three-dimensional time-dependent 
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Abstract 
In this paper, the meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) method is presented for the numerical 
solution of the three-dimensional time-dependent Schrödinger equation. The method is based on 
the local weak form and the moving least squares (MLS) approximation. In this paper, the 
Heaviside step function is regarded as the test function. Local sub-domains are also considered as 
cubic shapes. In order to satisfy the essential boundary conditions, the penalty parameter 
technique is implemented as the MLS approximation can’t Kronecker delta function property. 
The forward finite difference method is used to decompose the time expression of Schrödinger 
equations. Moreover, the MLPG results of the problem are compared with those obtained by an 
exact analytical solution showing the efficiency and accuracy of this method. 

Keywords: Time-Dependent Schrödinger Equation, Three-Dimensional, Meshless Local 
Petrov Galerkin, Weak Form, The Least Squares Moving Approximation 
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